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Fic. 1 — Principe d'un estimateur.

De nombreuses méthodes de commande des processus utilisent le principe du retour d’état
(commande optimale, découplage, placement de poles,. .. ). Comme dans la plupart des cas, les
seules grandeurs accessibles du systéeme sont les variables d’entrée et de sortie, il est nécessaire,
a partir de ces informations, de reconstruire ’état du modéle choisi pour élaborer la commande.
Un reconstructeur d’état ou estimateur est un systéme (figure 1) ayant comme entrées les
entrées et les sorties du processus réel et dont la sortie est une estimation de ’état de ce
processus.

Sous I'hypothése de linéarité du modeéle du processus, la structure de base de I’estimateur
est toujours la méme, mais sa réalisation dépendra du contexte choisi : continu ou discret,
déterministe ou stochastique.

Dans le cas ot ce modeéle est un modéle déterministe, le reconstructeur d’état sera appelé
observateur, ce qui sera I’'objet de ce cours. Dans le cas de systémes bruités, ol interviennent
des phénomeénes aléatoires, nous parlerons alors de filtre et cela constitue I'objet du cours sur
le filtre de Kalman.

1 Principe des observateurs

Soit un systéme continu décrit par I’équation d’état (déterministe car non bruitée) :

i(t) = Az(t) + Bu(t), 1
y(t) = Ca(t) + Dul(t), (1)

ou u(t), y(t) et x(t) sont des vecteurs de dimension m, [ et n et représentent respectivement
la commande, la sortie (mesurée) et 1'état du systéme. Les matrices A, B, C' et D sont des
matrices constantes de dimensions convenables.
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Comme ’état n’est en général pas accessible, ’objectif d’'un observateur consiste, en vue de
réaliser une commande par retour d’état, d’estimer cet état par une variable que nous noterons
Z(t). Cette estimation est réalisée par un systéme dynamique dont la sortie sera précisément
Z(t) et entrée sera constituée de ’ensemble des informations disponibles, c’est-a-dire u(t) et
y(t). La structure d’un observateur est de la forme :

B () = AR(t)+ Bu(t) + L(y(t) — §(t)),
git) = Ci(t) + Dul(t),

ou apparait clairement le terme correctif en fonction de I’erreur de reconstruction de la sortie,
y(t) — y(t), et le gain de correction, L, appelé gain de I'observateur est a déterminer. Cette
structure peut étre écrite sous la forme :

& (t) = (A— LC)&(t) + (B — LD)u(t) + Ly(t).

Si on considére erreur d’estimation :

on obtient :

z (1) = (A— LO)Z(t),

ce qui conduit a l'évolution de l'erreur d’estimation & partir de la condition initiale Z(0) =
x(0) — 2(0), qui est non nulle de fagon générale parce que 1'état est a priori inaccesible :

#(t) = exp [(A — LO)] #(0).

Pour que 'observateur soit utilisable il est nécessaire que cette erreur tende vers 0 lorsque
t augmente. Lorsque cette propriété est satisfaite ’observateur est dit asymptotique, mais il
est évident que c’est une propriété nécessaire au fonctionnement correct d’un observateur. En
conséquence il faudra choisir L telle que les valeurs propres de la matrice A — LC' soient toutes
a partie réelle strictement négative.

Théoréme 1 Les valeurs propres de A— LC' peuvent étre fixées arbitrairement si et seulement
si la paire (A, C) est observable, i.e. :

C
CA

rang CA? =n.

CVA(.nfl)
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u(t) processus )
(A, B,C, D) 4

F1G. 2 — Commande par régulateur-observateur.

Dans ce cas, une grande liberté est laissée au choix des valeurs propres, mais en pratique on
choisit une dynamique d’erreur plus rapide que celle du processus dans le cas d’une observation
en boucle ouverte ou que celle désirée en boucle fermée. Cependant on ne peut les prendre
infiniment grandes pour deux raisons essentielles : on ne peut utiliser que des gains réalisables
et 'augmentation de la bande passante du reconstructeur ne permet plus de négliger les bruits
qui deviennent prépondérants en haute fréquence.

2 Utilisation en boucle fermée

En supposant que tout 1’état soit accessible, la commande par retour d’état que I'on veut
mettre en ceuvre est de la forme :

u(t) = Gu(t) — Kx(t),

ou v(t) est la nouvelle entrée, K est le gain de retour d’état qui est défini par la structure
désirée pour le systéme bouclé (i.e. A — BK), et G un gain de prébouclage qui est calculé en
général en fonction du gain statique désiré.

Comme ’état n’est pas accessible, la commande réellement mis en ceuvre devient :

u(t) = Gu(t) — Ki(t), 2)

et nous allons voir les conséquences d’utiliser la structure de commande par régulateur-observateur
décrite dans la figure 2.
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2.1 Principe de séparation

L’utilisation de (2) dans (1) conduit & I’équation d’état du systéme en boucle fermée :

[ ;((?) ] _ l A-BK BK_ ] l i } i [ B ] o(t),

y(t) = [ C— DK DK ] lg(t

(t; ] + DGu(t).

De ces relations on déduit deux conséquences :
— le principe de séparation : les dynamiques du systéme commandé par un régulateur-
observateur en boucle fermée, i.e. les valeurs propres de la matrice :

A—BK BK
0 A-LC

sont, constituées de la réunion de celles désirées en boucle fermée et celles de ’observateur.
Ainsi on peut régler de facon indépendante le probléme de la régulation et le probléme
de 'observation ;

— la non observabilité et non commandabilité de I'observateur : si 'on calcule le transfert
obtenu a I'aide de la structure régulateur-observateur, on arrive a :

Tee(p) = DG+ | C—-DK DK | x
pl —A+BK  —-BK ]_I[BG}
0 pl — A+ LC 0 |’
= DG+ (C - DK)(pl — A+ BK) 'BG,

c’est-a-dire le transfert que ’on aurait obtenu si on avait utilisé le retour d’état avec acces
complet a I’état.

2.2 Robustesse

Toute utilisation d’un régulateur dynamique implique une dégradation des marges de sta-
bilité, et un régulateur-observateur ne fait pas exception a cette régle. Nous allons voir dans ce
paragraphe comment juger de la robustesse en stabilité du régulateur-observateur construit ce
qui sera un guide dans le choix du gain de I'observateur. Si les marges obtenues, par un tracé
fréquentiel, ne sont pas satisfaisantes il conviendra de modifier la dynamique de 1’observateur.

Le transfert & calculer est celui obtenu lorsque ’on ouvre la boucle juste avant la commande
que l'on applique au systéme, i.e. des variables ut aux variables —u~, sur la figure 2, lorsque
le lien entre les deux (x )est ouvert.

On a les relations :

u(t) = Gu(t)— Ki(t),
i) = (A—LO)i(t) + (B — LD)u () + Ly(t),

6
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ce qui conduit au transfert entre y(t) et u= () :

Tywy—u-@) = —K(pI — A+ LC + BK — LDK)™'L.
Ainsi le transfert de u™(t) vers —u~(t) s’écrit :
Tso(p) = K(pIl — A+ LC + BK — LDK)™'L [D + C(pI — A)™'B].
Notons que ce transfert est également & comparer au transfert idéal de la boucle ouverte
que 'on obtiendrait si I'on avait acces a I’état, soit :

Tio(p) = K(pI — A)7'B,

Si Pon veut que Tho(p) soit aussi proche que possible de T35, (p) il faut choisir K et L tels
que :

K(pl — A+ LC + BK — LDK)'LC ~ K,
K(pl — A+ LC + BK — LDK) 'LD ~ 0.

Le principe de détermination des gains reposant sur cette technique s’appelle le recouvre-
ment de transfert de boucle (Loop Transfer Recovery) et sera décrit ultérieurement.

2.3 Forme RST du régulateur-observateur

En reprenant les calculs précédents on obtient que la commande fournie par le régulateur-
observateur s’écrit sous la forme :

ou :
T,.p) = (I-K(pl—-A+LC+ BK — LDK)’l(B — LD))G,

T,t) = K(pl—-A+LC+ BK - LDK)'L.

En notant A(p) = det (pI —A+LC+BK—LDK), et M(p) = K [Com(pl — A+ LC + BK — LDK)]
on obtient la commande écrite sous une forme RST :
S(p)u(t) = T(p)v(t) — R(p)y(t),
avec :
S(p) = Alp),
T(p) = (Alp)! —M(p)(B - LD))G,
R(p) = M(p)L.
Dorénavant, et parce que cela est vérifié pour la plupart des processus nous supposerons,
pour simplifier les expressions, que D = 0. Dans le cas ot D est non nul, une méthode simple

permettant sans aucun changement d’utiliser les résultats qui suivent est de construire le nou-
veau vecteur de mesures Y (t) = y(t) — Du(t) = Cz(t).

7
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3 Détermination du gain de I’observateur

Comme nous 'avons vu le gain de I'observateur est fixé d’apres le choix des valeurs propres
de la matrice A — LC. Mais comme :

det(pl — A+ LC) = det(pI — AT + CTL"),

les méthodes que 'on utilise sont directement transposées des méthodes utilisées pour trouver
un gain de retour d’état qui place les poles du systéme bouclé. Dans ce qui suit nous noterons
par a(p) = det(pl — A) = p" + Z?:_Ol a;p’ et a(p) le polynome représentant les dynamiques
désirées pour 1'observateur :

n n—1
a(p) = H(P — ) =p"+ Zdz‘]?%}
1=0

1=1

ol les \; sont les valeurs propres désirées pour A — LC.

3.1 Cas monosortie (I = 1)

Il s’agit de déterminer les n composantes du vecteur L :

l

Cela peut étre fait directement ou par la formule de Bass et Gura qui permet la construction
d’un algorithme.

3.1.1 Calcul direct
En développant det(p/ — A + LC') on obtient :

n—1
det(pl — A+ LC) =p" + Zfi(ll, )P
i=0
ou les fi(ly,...,l,) sont n formes linéaires en les inconnues [y, ..., ,, c’est-a-dire que 'on peut
écrire, pour t =0,..., n—1, fi(ly,...,1l,) = F;L. Les n égalités :
i:(),...,n—l, fi(lla---;ln):&ia

conduisent & :
FL=a,

oo
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ou :
Fo ao
Fy a
F — . s d g
anl &nfl
On obtient donc le gain par :
L=F"1a

3.1.2 Formule de Bass et Gura

On peut écrire :
a(p) = det(pl — A+ LC) = a(p) det(I — (pI — A)"'LC),
et comme det(I — M N) = det(I — NM), on obtient :
a(p) = a(p) det(1 — C(pI — A)™'L) = a(p) — a(p)C(pI — A)'L.
Or la formule de Leverrier-Souriau donne :

ap)(pl — A" = P+ (A+a,aDp" T+
(A2 + Gy A+ anoD)p" 3+ +
(Anfl + (lnflAn72 + .+ a2A + a11)7

ce qui permet d’obtenir, en notant :

Qp—1 — Ap—1

Ap—2 — Gp—2

™
I

do — Qo
les relations :
CAlnfl —Qp—1 = CL;
dn_g — ap—3 = CAL + an_ch,
dn_g — ap—3 = CA2L + Cln_chL + CLn_QCL,
&0 —Qap = CAn_lL + CLn_lCAn_QL + -+ CLQOAL + CL10L.
Cet ensemble de relations se met sous la forme matricielle :

a= TAO(AC)L,

9
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ou :
r 1 0 N ( 0]
Ap—1 1 0 0 CA
TA = Ap—2 Qp_—1 T T , O(A,C) — OA2
: 1 0 :
L a1 a2 e App 1 | | CcAr i

Lorsque la paire (A, C') est observable, O,y est réguliére et on obtient :

~1 1~

3.2 Cas multisortie ([ > 1)

Le cas a plusieurs sorties ne peut étre traité directement car on arriverait & un systéme,
toujours linéaire mais de & n équations et a nl inconnues, les composantes de L. Pour éviter
le probléme du choix des inconnues principales et des inconnues secondaires de ce systéme
surdéterminé, nous allons passer par une forme plus simple de I’équation d’état. Cette méthode
peut étre vue comme une généralisation de la formule de Bass et Gura.

Suivant I’annexe sur les formes canoniques, lorsque le systéme est observable, on peut, par
les changements de variables : o = Tpx et y = Hoyo, ramener I’équation d’état (1) sous la
forme canonique observable de Luenberger :

o(t) = Aozo(t) + Boul(t),
yo(t) = Como(t), (3)

ou Ap = TOATO_]‘, Bo = ToB, et Cp = H510T51, mais ou les matrices Ap, Co et Hp
possédent les structures suivantes : -
— Ao est formée de [? sous-matrices A2, i =14al,j=14a :

AL Lo Al
Ao = : :
AL oAl

qui sont de taille (; X ;) ot les v sont les [ indices d’observabilité qui vérifient S vy =
n. De plus, ces sous-matrices ont la forme :

0 - 0 x 0 --- 0 x
i 1 o ij : Do
o= , etpouri#j, As=| s
0 0 : Do
0 0 1 x 0 - 0 x

10
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~ Cp est formée de [ sous-matrices Cf, i =1al:
Co=[C5 -+ Cb],

qui sont de taille (I X v;) et qui ont des composantes toutes nulles sauf la composante
(C5);,, qui est égale & 1;
— Hp est une matrice (I x [) qui a pour structure :

1 0 --- 0
Hy = x 1

0

X .- ox 1

Les composantes significatives des matrices (notées ici x) et les indices d’observabilité sont
donnés par I'application de I'algorithme de Luenberger de construction de la forme canonique.
L’étape suivante consiste a écrire :

a(p) = det(pl — A+ LC),
= det(pl — Ty AoTo + LHoCoTo),
= det(pl — Ao + LoCo),

avec Lo = ToLHp et a organiser ce nouveau gain sous la forme :

L}} L})l
LO: . J
Llol L%

oules LY i=1al, j = 1 sont des vecteurs de dimensions (v; x 1). Lorsque I’on réalise alors
I'opération Ap — LoCo on s’apergoit que I’on peut fixer les vecteurs Lg par les régles suivantes :
— les vecteurs Ly} avec i # j sont égaux a la derniére colonne de la matrice A, ce qui rend
Ao diagonale par blocs;
— on décompose le polyndme caractéristique désiré, soit a(p) en [ polynomes a;(p), chacun
de degré v; :

— les [ relations : g -
det(pl — A5+ L[ 0 --- 0 1])=a(p),

fournissent directement les L%.
Ayant obtenu Lo, on obtient L par :

L=T,"LoHy".

11
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3.3 Meéthode LTR

Une méthode de réglage du gain de retour d’état est basée sur la minimisation du critére :
J = / (u” Ru + 7 Qx)dt, (4)
0

ol R et () sont deux matrices définies positives et conduit au gain optimal :
K =R'BTP,
ou P est solution de I’équation algébrique de Riccati :

AP+ PA—-PBR'B"P+Q =0.

Par dualité on peut proposer une forme “optimale” pour le gain de 'observateur sous la
forme :

L=1CTs,
ou II est solution de I’équation algébrique de Riccati :
Al + AT —TICTEICII 4+ A = 0,

ou X et A sont deux matrices définies positives. Dans le cadre du filtrage optimal on peut
donner une interprétation & ces matrices, mais ce point de vue sert surtout de point de départ
a la technique de recouvrement de transfert de boucle que nous avons évoqué plus haut. Cette
technique est avantageuse car elle assure une bonne robustesse en stabilité, cependant elle n’est
utilisable que sur les systémes carrés a minimum de phase, c’est-a-dire sur ceux dont les zéros
du transfert initial :

F(p) = C(pl — A)'B,

sont tous a partie réelle négative.
La procédure LTR consiste a poser :

A = BBT +1°M,
Y = 12N,

ou M et N sont définies positives et v un petit parameétre que ’on va faire tendre vers 0. Dans
ces conditions I’équation algébrique de Riccati devient :

ATl + AT — ICT (V*N)~'CTL + BB +v*M =0,

et le gain :
L=TCT(¥*N)™. (5)
On en déduit :
MCTN~'CTL = v*(All + TAT + BBY) + v* M,

12
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soit :
lim IT = 0 et lim L(*N)L" = BB”.
Ainsi : .
lim L = ~BUN"Y2,
v—0 v
ou U est une matrice carrée orthogonale, UUT = I, et N'/? est une racine carrée de N,

N = N1/2<N1/2)T.

Remarque : il existe une infinité de racine carrées d’une matrice définie positive. On peut
cependant en proposer une d’expression simple. En effet, N étant définie positive, il existe une
matrice orthogonale, V| et une matrice diagonale positive, A = diag {d;, d; > 0}, telles que

N = VAVT. En posant VA = diag {\/E} , on peut écrire :
N2 — VAV,

Dans ces conditions, il vient :

lim L = LBWVA VT,

v—0 v

ou W est une matrice orthogonale arbitraire.
Maintenant il s’agit de montrer que lorsque v tend vers 0, le transfert Tgo(p) :

Tso(p) = K(pI — A+ LC + BK)™'LC(pI — A)™'B,
tend vers le transfert idéal T3, (p) = K (pI — A)~!B. Pour ce faire, posons :
o = (pl — A+ BEK)™".

Alors, 'utilisation du lemme d’inversion matricielle :

(A+BCD) ' =A"1—A'B(C™'+ DA 'B)"'DA™!,
conduit a écrire :
Tso(p) = KOL[I + COL *F(p).

Lorsque v tend vers 0, le transfert T0(p) tend vers :

1

v

= KOBUN Y2[uI + COBUN 27 F(p)
— K®B[C®B]| 'F(p).

1
K®—BUN Y3 + C®=BUN **'F(p)
14

D’autre part, toujours en utilisant le lemme d’inversion matricielle, on a :

® = (pI — A)~" = (pI = A)'B[I + Ty (p)] " K (pI — A)7",

13
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ce qui conduit aux relations :

K®B = T, +T50(p)] ",
C®B = F(p)[l +T5o(p)] "

Ainsi, lorsque F'(p) est d’inverse stable :
KOBICOB F(p) = Tio p).

En résumé la procédure LTR se déroule suivant les étapes :

1. On calcule K par la minimisation d’un critére linéaire quadratique (4). Cela n’est pas
obligatoire mais cela permet d’assurer de bonnes marges de robustesse a priori.

2. On calcule un gain optimal (5) avec A = BBT +12M, ¥ = 12N ou v est fixé & une valeur
arbitraire.

3. On trace les caractéristiques fréquentielles obtenues avec Tpo (jw).

4. On mesure les marges de robustesse. Si elles sont satisfaisantes on garde les gains trouvés
sinon on revient a la deuxiéme étape en diminuant v.

4 Systémes discrets

4.1 Observateurs prédicteurs ou correcteurs

Considérons le systéme discret stationnaire défini par :

Tpy1 = Axy + Buy,
Y = kaa

ou k € N, z;, € R" est I’état du modele, u, € R™, 'entrée du processus, y, € R!, la sortie
mesurée du processus, et A, B et C' sont des matrices de dimensions adaptées.
On construit un observateur pour ce systéme par le principe énoncé dans le cas des systémes
continus, c’est-a-dire :
Tpe1 = AZy + Buy + G,

ol G, est un terme de correction, seulement ici nous distinguerons plusieurs types de corrections
donc d’observateurs suivant que la mesure est disponible & I'instant précédent I’estimation ou
a l'instant de l'estimation. Dans le premier cas nous construirons un observateur-prédicteur
donnant une estimation de I’état & 'instant £ + 1 d’aprés ce que 'on connait & l'instant k,
nous noterons 414 cette prédiction. Dans le deuxiéme cas, nous construirons un observateur-
correcteur, I'estimation de I'état sera alors notée Ty k41

14
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4.1.1 Observateur - prédicteur

Dans ce premier cas on envisage G = LP[yr — Ux/k—1], ott LP est un gain, ce qui conduit au
reconstructeur d’état défini par :

Tpy1/n = AZpjr—1 + Bug, + LP[yx — Uk,
avec Jr/x—1 = Cy/r—1. Ce qui peut s’écrire également :
Tpy1e = [A — KPOl &g k-1 + Buy + LPyy.

Cette structure est identique a celle obtenue dans le cas des systémes continus. En notant
Tpy1/k Verreur de reconstruction xyy1 — Ty11/x, il vient :

Tpy1/p = [A = LPC)Tp/p-1.

Le reconstructeur est asymptotique si le gain L” est choisi tel que les valeurs propres de la
matrice A — LPC' sont, en module, inférieures a 1'unité (on a alors une matrice de Schur). Dans
le cas ou la paire (A, C) est observable, ces valeurs propres peuvent étre fixées arbitrairement
a 'aide des techniques abordées dans la partie précédente.

4.1.2 Observateur - correcteur

Dans le cas ol y41 est connue, on peut envisager que Gy = L[yry1 — Ury1], o0 LE est un
gain et ¥, représente l'estimation de la sortie a I'instant £ 4 1 qui peut étre réalisée de deux
facons différentes : par anticipation ou par prédiction. L’estimation de xj,; est fournie par le
reconstructeur :

Tyt /h1 = Ay + Bug + LE[yri1 — U]
Anticipation Si on suppose connue 4 1/,+1, on pose dans ce cas :
Uk+1 = Clpgapst,
ce qui conduit a écrire I'observateur, sous la forme :
Tpy1/psr = [+ LCC]_l[Aik/k + Buy, + LYg 1]
L’erreur de reconstruction, Tj41/p41 = Th41 — Lkt1/k+1, €St définie par 'équation récurrente :
Tr1me1 = [+ LC) Ay .

Pour obtenir un reconstructeur asymptotique, L¢ doit étre choisie telle que [I + L¢C|™'A
soit une matrice de Schur. Cela n’est pas toujours possible et c’est ce qui rend cette forme
d’observateur peu utilisée en pratique.
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Prédiction Dans ce cas, §x.1 est la meilleure estimation que I'on puisse faire de la sortie a
partir de I'information disponible avant le calcul de 241 /4+1. On pose donc :

Ukt1 = ClAZy), + Buy),
ce qui conduit a la deuxieme forme de reconstructeur-correcteur :
Trr1yrr = [ — L°C)[AZyk + Bug] + LYk

Avec les mémes notations que précédemment, 'erreur de reconstruction est régie par I’équa-
tion :
- . -
Th4+1/k+1 = [[ — L C]Aﬂﬁk/k,

Si le gain L° est choisi tel que [I — L°C]A soit de Schur, le reconstructeur obtenu sera
asymptotique. Lorsque la paire (A, C'A) est observable, il est toujours possible de trouver L¢
correspondant & des dynamiques fixées a priori pour lerreur. Cependant, on peut remarquer
que l'on a :

CA C
C A? CA

Oa,ca) = : = : A=0wu0)A,
CA™ CcA!

soit, si la paire (A, C') est observable, d’apres les inégalités de Sylvester, rang (O(4,c4)) = rang
A. Ainsi cet observateur ne sera pas utilisé lorsque A a une valeur propre nulle, car on a une
perte d’observabilité.

4.1.3 Remarques sur les observateurs de systémes discrets

Quel que soit le type d’observateur choisi, le principe de séparation énoncé dans le cas
des systémes continus reste valide : commande par retour d’état et observateur (prédicteur ou
correcteur) peuvent étre déterminés séparément.

Comme dans le cas continu, deux approches existent pour le choix du gain du reconstructeur
d’état, I'une basée sur la notion de placement de poles, 'autre basée sur la minimisation d’un
critére quadratique associé, la procédure LTR pouvant également étre appliquée.

Cependant, dans le cas des systémes discrets, il existe un choix particuliérement intéressant
qui consiste a déterminer L tel que la matrice A — LC' soit nilpotente, c’est a dire que toutes ses
valeurs propres soient nulles. En effet, dans ce cas on obtient un observateur a réponse pile ol
lerreur est exactement nulle au bout de max {v;} pas ot les v; sont les indices d’obesrvabilité.
Notons la différence avec un observateur asymptotique ou I'erreur d’estimation tend vers 0.
Pour calculer le gain L correspondant on reprend la technique développée dans le cas continu
et il suffit de prendre Lo telle que toutes les composantes significatives de Ap — LoCo soient
nulles.
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Une autre technique mais qui ne demande pas de passage par la forme canonique observable
consiste a faire les remarques suivantes :

Yk
Yk+1
Y, = ; = Owu,cyrr + MUy,
Yk+n—1
ou :
g 0 e 0
U :
U, = k.+1 M= C"B : ’

: : .0

Uk4n—2 CA" 2B ... CB

soit, si le systéme est observable :
wy = O oy (Ve — MUy).
Cependant, cet obervateur n’étant pas réalisable, il convient de remarquer également que :
xp = Axp_1+ Bug_q,
= A’zj_9+ ABuy_s + Buy_y,

n—1
n—1 i—1
= A xk—n+1+§ A" Buy_,
=1
n—1
= A xkfn+1+\IjUk:fn+la

ou ¥ = [ A" 2B ... AB B ] .Or gy = O(’Alc)(Yk,nH — MUy_py1), ce qui conduit a
I'observateur réalisable :

Ty = An_lO(_Alyc)Yk—n-i—l + (\Ij - An_lo(_Alyc)M) Uk—n+1-

5 Simplification des observateurs

Dans les parties précédentes, nous avons déterminé des systémes observateurs de méme di-
mension que I'état du systéme a reconstruire. Nous allons montrer que 'on peut construire,
en réalité, des reconstructeurs d’ordre inférieur. Plusieurs principes peuvent étre utilisés. Nous
regarderons successivement : le reconstructeur réduit de Luenberger qui estime la partie non
accessible de I’état et les observateurs de fonctionnelles linéaires de 1’état qui permettent d’es-
timer directement la commande lorsque celle-ci est un retour d’état linéaire. Nous verrons que
si dans le premier cas 1’observateur est assez facile & déterminer, il n’en est pas de méme dans
le deuxiéme. Cependant cette derniére solution est trés intéressante car elle permet d’obtenir
des observateurs de taille beaucoup plus petite (la minimalité est encore un probléme ouvert)
et donc d’augmenter la robustesse d’une régulation par régulateur-observateur.
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5.1 Observateur d’ordre réduit
5.1.1 Construction

Cet observateur, appelé observateur de Luenberger, utilise le fait que la matrice d’ob-
servation soit de rang plein. Cette hypothése n’est pas restrictive car il suffit alors d’éliminer
les composantes de la sortie redondantes. Soit le systéme (1) avec D = 0, et ou aprés une
permutation des variables d’état, les matrices A, B, C, et le vecteur x sont de la forme :

A A By
A= B =
{Am A22} ’ {32] ’
Z1

c=c 02},:,;:[ ]

X2

ourang C, =1, Ay et Cp € R™, 21 € RY, et By € R>™,
Le changement de variables :
T = {Cl 02} T

0 Infl

transforme le systéme (1) en :

ou :
_ z - A A - B -
- [xj A= [;Qi Az] B-= [Bj C=1, 0.
Ces matrices sont définies par :
Ay = [C1AL + CoAxCTY,
Ay = —A1Co + [C1 A1 + Ca A,
Ay = Ay CT,
Agy = Agy — A CT ' s,
By = C1B; + (2 Bs.
L’équation d’état (6) s’écrit donc sous la forme :
T1(t) = AnZa(t) + A1aZo(t) + Byu(t),
To(t) = Ag1Z1(t) + AsaZo(t) + Baul(t), (7)
y(t) = 71(t),
ou la sortie correspond aux [ premiéres composantes d’état, elles n'ont donc pas a étre re-

construites. La premiere équation de (7) peut alors étre considérée comme une mesure &(%)
dépendant de Z5(t), variables d’état a reconstruire, et de u(t) :

E(t) = 21(t) — Apzi(t) = Apa(t) + Biult).
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Suivant le principe de construction des observateurs, on peut proposer comme reconstructeur
de Zo(t), le vecteur 0(t) défini par :

(t) = An (1) + Ad(t) + Bau(t) + LI(t) — £(1),
7i(t) = y(t), &(t) = And(t) + Byu(t).

L’inconvénient de cette structure est de nécessiter, pour élaborer la mesure £(t), la dérivation
de la sortie réelle y(t). De fagon a contourner cette difficulté, on définit la variable :

2(t) = 0(t) — Ly(t),
ce qui permet d’obtenir :
2(t) = o(t) — Kiy(t),

—L[Anfl(t) + Algﬁ(t) + Bﬂl(t)],

ou n’apparait aucune dérivation de la sortie. En tenant compte du fait que 0(t) = 2(t) + Ly(¢)
et Z1(t) = y(t), (8) se réécrit sous la forme :

X

t) = ME2(t)+ Nu(t) + Py(t),

M = Ay — LAy, (©)
N = B,— LBy,
P = Ay + Ayl — LAy — LAL.

Cette équation d’état définit un observateur réduit (d’ordre n — [) pour le systéme (7), la
variable Zs(t) étant reconstruite par :

o(t) = 2(t) + Ly(t),

ou L est la matrice ((n — 1) x ) de gain de cet observateur. Notons I'erreur d’observation
e(t) = To(t) — v(t), il vient : )
é(t) = Me(t),
Ainsi, lorsque la paire (Agp, A1o) est observable les valeurs propres de M peuvent étre fixées
arbitrairement par un choix convenable de L.

Théoréme 2 Si (A, C) est observable, alors (A, Ajz) est observable.

Démonstration : I suffit de montrer que si (A, C) est observable, alors (Ag, Aja) lest
également. Si (A, C') est observable, on a :

sl — A sl —712111 —121127
Vs, rang [ ”C ] =rang | —An sl — An| =n,
I 0
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ce qui est équivalent a :

A
Vs, rang L’In—l Ay T n—1I,
donc (Agg, Ajz) est une paire observable.

Dans le cas ou le systeme initial est observable, on peut appliquer les techniques de dé-
termination du gain a la paire (Ag, A12) pour déterminer le gain L. L’observateur réduit du
systéme (1) a finalement la structure suivante, en notant i et I les estimations des vecteurs
x1 et Ty :

E(t) = ME(t) + Nu(t) + Py(t),
ot M, N et P sont définies par les relations (9) et :

I(t) = Cfl[(] - CJ/)y(t) — Ca(t)],
Zo(t) = 2(t) + Ly(t).

5.2 Observation d’une fonction linéaire de 1’état

Dans la plupart des cas, 'observation de ’état d’un systéeme est réalisée pour construire une
loi de commande linéaire de retour d’état de la forme Kz. On peut donc penser a construire
un reconstructeur (appelé observateur de fonctionnelle linéaire) estimant directement la
variable w(t) = Kx(t) sans utiliser I'étape intermédiaire d’estimation de I’état. Nous verrons
dans ce paragraphe que cela apporte une simplification, par diminution de I’ordre, de la structure
de 'observateur utilisé.

5.2.1 Reéduction de ’ordre de I’observateur

Si on considére le cas des systémes mono-entrées, m = 1, la fonctionnelle linéaire a estimer
est une forme linéaire de I’état, w = kx, £ € R". L’utilisation de la méthode de calcul du
gain indique que l'observation de I’état d’un systéme multi-sorties se fait par I'intermédiaire
de [ sous-systémes chacun observant une partie 2° de ’état et dont les ordres sont donnés par
les [ indices d’observabilité v;, i € {1,...,[}, définis a 'annexe sur 'algorithme de Luenberger.
L’utilisation du principe de réduction d’ordre détaillé dans la partie précédente permet d’amener
lordre de ces sous-systémes a v; — 1. La décomposition de la variable sous la forme :

!
w = E kix®,
i=1

conduit & la structure de principe de la figure 3. .
En considérant le transfert de chacun des observateurs, on peut écrire :

i={1....1}, Di(pywi(t) = Ny(p)u(t) + N,(p)y(t).
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—————————————————————————————— — 7l w1

(ordre v1—1) ]{,‘1
| I N ~2 w N
| i X 2 w

--1--—] processus ; (ordre vo—1) ko C—D
u Y.
— .ﬁi’l wq
(ordre v;—1) kl

F1G. 3 — Utilisation d’bservateurs réduits.

ot deg D;(p) = v;—1, deg N;(p) < deg D;(p) et deg N} (p) < deg D;(p). Comme les modes de ces
observateurs réduits peuvent étre fixés arbitrairement, on peut choisir le gain de ’observateur

tel que :
Vie{l,...,l}, i#v, IP(s) e R<p >,

deg P;(p) = v —v; et D,(p) = P(p)D;(p),

ol R < p > représente I’ensemble des polyndmes en la variable p & coefficients réels et v 'index
d’observabilité du systéme défini par :

v = mlax{l/i}.
i=1

Ainsi, il vient :

Dy(p)i(t) = Dy(p) Zwi(t) = "D, (p)wi(t),

> Pz'(p)NfL(p)] ult) +
N,

Nap)ult) + N, (ply(t).

ou deg D, (p) = v — 1, deg Ny(p) < deg D, (p), et deg Ny(p) < deg D, (p).

Ceci indique que I'observateur d’une forme linéaire peut étre réalisé par un observateur
d’ordre v — 1. Dans le cas ot ¥ — 1 < n — [, ce résultat implique une réduction de 'ordre de
I’observateur par rapport a I’emploi d’un observateur réduit.
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5.2.2 Structure générale

L’étude du cas particulier précédent nous a permis de mettre en évidence la réduction de di-
mensionnalité apportée par la notion d’observateurs de formes linéaires. Dans cette partie, nous
allons préciser, dans le cas général d’une fonctionnelle linéaire, [ > 1, la structure de I'observa-
teur utilisé. Pour estimer la fonctionnelle linéaire, Kz, K € R"*" on utilise un observateur de
Luenberger dont la structure générale est :

2(t) = Dz(t) + Hu(t) + Ey(t),

w(t) = Pz(t) + Vy(t), (10

ou z(t) € RP, w(t) € R™ et D, E, H, P, V sont des matrices de dimensions convenables.
Notons que I'observateur réduit est de cette forme. La sortie w(t) de cet observateur reconstruira
asymptotiquement la fonctionnelle linéaire si ’'on a :

lim [w(t) — Kz(t)] = 0. (11)

t—o0

D’apres la relation (11) et compte tenu de l'’équation de sortie de (10), si w(t) est une
estimation de Kx(t), alors z(t) sera une estimation d’une autre forme linéaire de 1'état, par
exemple T'z(t). Soient les erreurs d’estimation :

e(t) = w(t) — Kz(t),
€(t) = z(t) — Tx(t),
H vient e(t) = Pe(t) + [PT + VC — Ka(t),
€(t) = De(t) + [DT — TA+ EC|x(t) + [H — T Blu(t).
Si les relations suivantes :

1. D est une matrice de Hurwitz,
2. TA— DT = EC,

3. PT+V(C =K,

4. H =TB,

sont vérifiées, alors lim; .o, e(t) = 0, et (10) constitue bien un observateur asymptotique de
la fonctionnelle linéaire. Lorsque D est fixée, et possede des valeurs propres différentes de
celles de A alors la deuxiéme relation est soluble pour tout F, et dans ce cas le probléme
de la construction de 'observateur réside dans la détermination du triplet (£, P, V') tel que
soit veérifiée la relation 3 (la derniére donnant directement (i), le probléme principal étant de
construire un observateur de fonctionnelle linéaire minimal, c’est-a-dire ol p est le plus petit
possible. Nous allons regarder quelques méthodes permettant de répondre a cette question.
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Auparavant, montrons que ces relations sont automatiquement vérifiées dans le cas d’'un
observateur réduit. En supposant, ce qui ne restreint pas ce résultat mais simplifie les notations,
supposons que C' =[ I 0 ]et K =[ K; K, | alors 'observateur réduit correspond a :

D = A22 - LA127 H = BQ - LBl7
E = Ay +ApL — LA — LAL,

P = Ky, V=K +K)L, T=[-L 1],
ce qui donne :
TA = [Agl—LAll AQQ—LAlz ], DT:[LAlgL—AQQL AQQ—LAlg ],
TB = By— LBy, PT=[-K)L Ky|, VC=| K, +KyL 0],

qui montre que les trois derniéres relations sont vérifiées, la premiére ne dépendant que du choix
de L. Cette remarque permet d’affirmer que 'ordre d’un observateur de fonctionnelle linéaire
sera compris entre v — 1 et n — m.

5.2.3 Deétermination de ’observateur

Cas d’une forme linéaire (m = 1) Dans ce cas, suivant ce qui précéde, on a p = v — 1. Soit
Aiy @ € {1,...,p} 'ensemble des valeurs propres de D que 1’on peut choisir arbitrairement. La
méthode, dite de Murdoch, consiste a décomposer D, a ’aide d’une matrice U réguliére, sous
la forme :

D=UAU"!
ou A = diag?_;[\;]. Posons les matrices :
1 my
R=v-r= ||, eem=vE= "]
o y
la deuxieéme condition nécessaire s’écrit alors :
RA—- AR = MC,
soit, pour i € {1,...,p} :
r; = m;C(A — NI,) ™t (12)
Si, de plus, on impose pour P la structure :
P=1U0",
oul,=I1,1,...,1] € RP, la troisitme condition se met sous la forme :
VC+1,R=1L,
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soit, d’apres (12) :
p
VC+Y mC(A—NI,) ™" =L
j=1
La multiplication, par [[}_,(A — \;I,,), de chacun des membres de cette égalité, permet de

la mettre sous la forme matricielle :

XA=B, (13)
ou X = [V,mq,...,my| est un vecteur inconnu de dimension v{ et :
B = LH?:I (A - )‘z’In)7
[ClLi=1 (A= Ailn)]
CIL—a(A = Aily)

A = CH’j:l(A—)\iIn)

i

_CH?;ll (A - )‘iIn)_
Si la paire (A, C') est observable, et si les \; sont toutes distinctes et ne sont pas valeurs
propres de A alors rang.4A = n et la solution de ce systéme existe toujours (elle est unique pour
vm = n) et elle s’écrit :
X =BA",
ou A* est la pseudo-inverse de A :

AT = AT(AAT)

La connaissance de X permet alors de calculer tous les parameétres de I'observateur (10).

Cas général (m > 1) Dans le cas quelconque la détermination de 1’ordre minimal de ’obser-
vateur est délicate, et bien souvent on construira un observateur réduit mais non minimal. On
peut appliquer la méthode précédente avec I’équation linéaire (13) a résoudre ou la dimension
de X est m X (p + 1), mais le probléme réside dans le choix de p. En effet une valeur trop
petite peut conduire & un systéme non soluble, cependant certains algorithmes, comme celui
de Sirisena permettent d’accéder a cette valeur minimale et de déterminer les paramétres de
I’observateur minimal.

Dans le cas ou 'on cherche & construire rapidement un observateur (non forcément minimal)
de la fonctionnelle linéaire :
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on peut utiliser une méthode interactive basée sur ’algorithme utilisé dans le cas ou m = 1.
Cette méthode consiste a construire un ensemble de m observateurs décrits par les équations :

ie{l,...,m},
4i(t) = Dizi(t) + Gault) + Ewy(t) + Y1 Kiyjzi(t),
wi(t) = Pizi(t) + Viy(t),
le i-iéme observateur estimant la forme linéaire L;x. L’intérét de cette méthode est de définir

cette série d’observateurs de fagon récursive : le (i+1)-éme étant construit par Iapplication de
la méthode précédente au systéme (A, B, C;) avec :

ou les Tj, j < 7, sont les matrices apparaissant aux étapes précédentes de détermination des
observateurs 1 & ¢. La dimension de 'observateur complet est inférieure a celle que 1’on obtien-
drait avec m observateurs de formes linéaires en paralléle. En effet, I'index d’observabilité v; a
I’étape 7 est inférieur ou égal a celui de I’étape précédente, car T; ; contient au moins une ligne
linéairement indépendante des lignes de C' ou de Tj, j € {1,...,7 — 1} (sinon la forme linéaire
L;_1 est inutile). On obtient donc un observateur de taille réduite que 'on peut déterminer
rapidement.

5.3 Utilisation en boucle fermée et robustesse
5.3.1 Principe de séparation

Dans le cas ot les 4 relations qui caractérisent un observateur asymptotique de fonctionnelle
linéaire sont vérifiées nous allons voir que le principe de séparation s’applique toujours. En effet,
dans ce cas, nous avons les relations de bouclage :

é(t) = De(t),
w(t) = Pe(t) + Kx(t),
u(t) = Gu(t) —w(t).
Le systéme bouclé admet donc comme état X (1) = [ () €(t) | et comme équation d’état :

A-BK -BP BG
- ; b X®+] ),

y(t)=[1 0]X(t),

ce qui permet de reprendre le principe de séparation dans notre cas : les poles en boucle fermée
et ceux de I'observateur peuvent étre réglés de facon indépendante.

X(t)
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5.3.2 Forme RST

La commande a réaliser est de la forme :
u(t) = Gu(t) — Pz(t) — Vy(t),
ou z(t) est régi par I’équation :
2(t) = Dz(t) + H (Gu(t) — Pz(t) — Vy(t)) + Ey(t),

soit le transfert :
(pI =D+ HP)z(t) = HGu(t) + (E — HV)y(t).

La commande u s’écrit donc :

u=[I—P(pl—D+HP)'H|Gu(t)— [V + P(pl =D+ HP) ' (E— HV)] y(t).

En notant A(p) = det (pI — D + HP) et M(p) = P [Com(pl — D + HP)]" , on obtient la
commande sous forme RST :

S(p) A(p)I,
T(p) = [Alp)I - M(p)H]G,
R(p) = [A@)V + M(p)(E - HV)]

5.3.3 Robustesse

A partir des expressions précédentes il est facile de calculer le transfert de boucle entre u™*
et —u~, lorsque v(t) = 0 et lorsque I'on ouvre la régulation juste avant le systéme. On obtient :

Tso(p) = [V + P(pl — D+ HP) ' (E— HV)| C(pI — A)~'B,

dont le tracé fréquentiel permet de mesurer les marges de robustesse.

6 Applications des observateurs

Outre la reconstruction de I’état pour élaborer une commande par retour d’état, dont nous
avons abondamment parlé dans les chapitres précédents, nous allons voir ici une autre ap-
plication importante des observateurs en diagnostic et détection. Dans cet optique on utilise
I’'observateur pour générer des résidus permettant d’élaborer une décision dans un étage de
surveillance et diagnostic du systéme lorsque des perturbations ou des défauts apparaisent sur
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un processus. On a en effet des variables qui agissent sur le systéme mais qui ne peuvent étre

mesurées, et I'objectif consiste ici & construire des résidus qui, selon le cas, doivent étre sen-

sibles aux défauts ou insensibles aux perturbations, pour ne citer que deux exemples. Nous

verrons que ces observateurs utilisent les principes de base des observateurs de Luenberger avec

des conditions structurelles supplémentaires.Nous n’utiliserons ici que des observateurs d’ordre

complet, les techniques de réduction de la taille des observateurs pouvant bien str étre utilisées.
Le principe général utilisé consiste a partir du modele :

#(t) = Ax(t)+ Bu(t) + (),
y(t) = Cux(t) +¥(1),

ou, en plus des termes habituels, ®(¢) et W(¢) représentent, par exemple, effet des perturba-
tions, d’entrées non mesurées, des défauts de capteurs ou d’actionneurs. Le but ici étant de
détecter ces influences, on utilise un observateur de Luenberger du résidu :

2(t) = Dz(t) + Hu(t) + Ey(t),
r(t) = Pz(t) + Vy(t),

ou le résidu r(t) doit vérifier, si on souhaite étre insensible & cette influence, lim; ., r(t) = 0, et
lim; o, 7(t) # 0, dans le cas contraire. D’autre part, nous ne décrirons que le cas des systémes
continus en gardant bien a ’esprit que tout ce que nous verrons peut étre traduit dans un cadre
discret.

6.1 Observateurs a entrées inconnues

Considérons le systéme modélisé par I’équation d’état :

i(t) = Ax(t)+ Bu(t) + Rf(t),
y(t) = Ca(t),

ou f(t) est une entrée inconnue (non mesurée) et R une matrice constante. Utilisons 1’observa-

teur : 3(t) = Dz(t) + Hu(t) + Ey(t),

() = 2(t) — My(t).

En introduisant la matrice P = I + MC et lerreur d’observation z(t) = z(t) — Z(t), on
obtient :

o(t) = Pux(t) - 2(1),

r(t) = y@) —y(t) = Ca(t),
CPz(t) — Cz(t),

(I +CM)y(t) — Cz(t),
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cette derniére expression étant celle utilisée pour générer les résidus. Pour étudier le comporte-
ment asymptotique du résidu on obtient :

T(t) = Pi(t)— (1),
— D#(t)+ (PA—DP — EC)x(t) + (PB — H)u(t) + PRf(t).

Pour que lim;_.,, 7(t) = 0, pour toutes les entrées, connues et inconnues, et pour tout état
initial, il est nécessaire que les conditions suivantes soient vérifiées :

1. D est une matrice de Hurwitz ;
2. PA— DP=EC;

3. H=PBhB;

4. PR=0.

Il s’agit donc de trouver un ensemble de matrices (D, E, M) telles que soient vérifiées les 4
contraintes précédentes. Pour résoudre ce systéme on traite d’abord la relation 4, ce qui avec
P=1+ MC, s’écrit :

MCR = —R.

D’aprés 'annexe C, cette équation est soluble si et seulement si :
rang (CR) = rang (R),
et dans ce cas une solution possible (non unique) s’écrit :
M = —-R(CR)™,

ou A™ désigne la pseudoinverse de A. Dans le cas ou C'R est de rang plein en lignes, I’expression
de (CR)" est RTCT(CRRTCT)™! et on obtient :

M = —RR"CT(CRR*C™")™".
Apreés avoir choisi D, la valeur de M conduit a déterminer £ comme solution du systéme :
EC=A-D+MCA—-DMC = F.

Ce systéme est soluble si et seulement F'T € Im(C™), et lorsque cette condition est vérifiée
on obtient une solution possible sous la forme :

E=FCT,

Comme généralement C' est de rang plein en lignes, C* = CT(CCT)~ L.
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6.1.1 Estimation des entrées inconnues

Dans certains cas il peut étre intéressant d’estimer les entrées inconnues f(¢). Pour obtenir

cette estimation on peut utiliser la décomposition en valeurs singuliéres de R :

R = UgXpVjy,

puis en posant ¢(t) = V7 f(t) obtenir avec z(t) ~ Z(t) :

Sre(t) = Ug (2(t) — Az(t) + AMy(t) — Bu(t)).

Comme :

Pi(t)

si P est inversible, on obtient :

= 2(t) = Dz(t) + Hu(t) + Ey(t),

Yro(t) = Up(P'D — A)z(t) + (AM + P*E)y(t) + (P~ H — B)u(t).

On pourra estimer toutes les entrées inconnues si X est de rang plein en colonnes.

6.1.2 Mesures dépendant des entrées inconnues

Les développements précédents ont supposé que les entrées inconnues n’intervenaient pas
sur les mesures. Dans le cas ou la sortie y(t) dépend de ces entrées sous la forme :

y(t) = Ca(t) + Sf(1),

on utilise la décomposition en valeurs singuliéres de S :

ol, en notant s = rang () :

En notant :

zs= |

(1)

o(t) = VEF() = [

Po(t)
C = UiC, R=RVgs,

S =Us¥sVy,

diag}_; {os:} 0

)0

[BECEEUE

1

Yol

t
t

|

ou ¢, (t) et v,(t) sont des vecteurs de dimension s, I'’équation d’état initiale s’écrit :

Ax(t) + Bu(t) + Ri¢(t) + Ragy(t),
t) + [diagi_; {os:}]d:(1),

i(t)
71(
Y2(t)

~~
~—

CII
Cg$

(
(

).
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La relation intermédiaire fournissant :
6,(t) = [diagi; {os:}]7" (1 (t) — Cha(1)),
on obtient le modele sans entrées inconnues sur les mesures :
#(t) = [A—Ry[diagl_, {0s;}]" Ci] =(t)
+ [ B R, [diag}_, {Us,z'}]il } l u(t) ] + Ry (t),

Yo(t) = Cax(t).

Il est bien évident que I'on peut se ramener a un tel modeéle lorsque s est inférieur strictement
a la dimension de y(t), ce qui, en d’autres termes signifie que I’'on peut trouver des combinaisons
linéaires de mesures qui sont indépendantes des entrées inconnues.

6.2 Détection de défauts

Bien que basé sur un principe similaire aux observateurs & entrées inconnues, ’objectif est ici
compleétement différent puisque les résidus doivent étre sensibles & ces défauts et méme doivent
permettre de les retrouver et dans ce cas on parle alors de l'isolation des défauts.

Considérons le modéle :

#(t) = Ax(t) + Blult) + b(t)),
y(t) = Cx(t) +m(t),

ou b(t) représente une défaillance des actionneurs, m(t), une défaillance des capteurs. L’utilisa-
tion d’un observateur d’ordre plein :

z(t) = (A—LC)a(t) + Bu(t) + Ly(t),
gt) = Ci(t),

conduit au résidu :

(t) = (A— LC)i(t)+ Bb(t) — Lmn(t),
g(t) = Cz(t) + m(t).

Si L est telle que A — LC' soit une matrice de Hurwitz, le résidu (¢) tend bien vers 0 en
I’absence de défauts. Le transfert entre les défauts et les résidus s’écrit :

g(t) = C(pl — A+ LC)"'Bb(t) + [I — C(pI — A+ LC)~"L] m(¢),
ce qui, en tenant compte du lemme d’inversion :

(A+BCD) ' =A"1'—A'B(C+DC'B)'DA™,
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peut se mettre sous la forme :
[I + C(pl — A)_IL} §(t) = C(pl — A) ' Bb(t) +m(t).

A partir de cette relation on peut construire :
— en 'absence de défaut actionneur, le systéme permettant d’isoler les défauts capteurs a
partir des résidus :

n(t) = An(t) + Ly(t),
m(t) = Cn(t) +y(t);

— en 'absence de défaut capteur, le systéme permettant d’isoler les défauts actionneurs a
partir des résidus est construit & partir de la variable £(¢) définie par :

&(t) = C(pI — A)™'Bb(t).
Cette variable est estimée & partir du méme systéme que précédemment, c’est-a-dire :

n(t) = An(t) + Ly(t),
§(t) = COn(t)+y(),

et I'estimation d’une défaillance capteur est donnée par 'inversion du modele initial du
systéeme a savoir :
~1

Bt) = Ap) [CpI — A)'B] (1),

ou A(p) = diag {m} est la matrice de filtres telle que A(p) [C(pI — A)"'B] ™" soit

bicausale. §(t) n’est pas une estimation des défauts mais plutot d’un filtrage des défauts,
cependant le caractére diagonal de A(p) permet l'isolation.

7 Annexe : Algorithme de Luenberger

Cet algorithme permet de mettre sous une forme canonique, commandable ou observable
suivant le cas, une équation d’état d’un systéme commandable et observable :

t = Ar+ Bu, z€R" wueR™
= Cz, yeR.

La construction de la forme observable étant duale de la construction de la forme comman-
dable, nous détaillerons la premiére et obtiendrons la deuxiéme par transposition.
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7.1 Forme canonique commandable

Le test préliminaire de commandabilité a effectuer s’écrit :
rang [ B AB A’B ... A"'B } =n,
et si cette condition est vérifiée, la construction de la forme canonique commandable demande
les étapes suivantes.

1. Dans la matrice de commandabilité :
C(A,B) = [ B AB A’B ... A“'B } ,

en allant de gauche a droite (—), on sélectionne une colonne si elle n’est pas linéairement
dépendante des précédentes.

2. En notant B sous la forme :

B = [bl by -+ byt bm]
ou les b; sont des vecteurs de dimension n, on calcule les m indices de commandabilité
W, pour i = 1,...,m, comme les plus petit entiers k tels que Ab; soit linéairement

dépendante des colonnes précédentes. On calcule également les indices cumulés de com-
mandabilité o; :

i
1=1,....,m, o0;,= g -
j=1

3. On réordonne les colonnes sélectionnées au pas 1 pour construire la matrice :
V=10 Ab, --- AM7b by Aby --- Af2"lby ..o . b Ab, --- Afm=lh,

4. On calcule V71, d’oti I'on extrait les o;-iémes lignes. Soient L;, i = 1,...,m, ces lignes.
5. On construit la matrices de changement de variables :

Ly
LA

LIA.M—l
Lo,
LA

LQA.IQ*l
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6. La transformation :

conduit a I’équation d’état :

avec :

Ac = TcATal

X X

Be =1T¢B =

7. Par le changement de variables de commande :

uc = H()U,

33

xc = Tex,
i’c = Acxc—i‘BCu,
Yy = CC'IC7
1
> X X X
1
1
X X X X
X X X X
— — gy —
[ T
241
1 x x X l
T
25)
01 x X l
1
Koy
0O --- 001 l

T
Hq
X X X
2]
X X X l
1 T
Hopy,
1
X X X i
— U, —
, Cc:CTc_l.
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ou H¢ est la matrice (m x m) formée des lignes significatives de B¢ :

1 x X X
01 x X

HC: )
O --- 001

on arrive finalement a 1’équation d’état canonique commandable :

ic = Aczc+ Beuc,
Yy = CC£C7
avec : ) -
T
H
100 --- 0 |
|
_ . 1
Bc=BcHi'=| 910 ... 0 f
T
Mo
0 -- 001 | |

7.2 Forme canonique observable

Le test préliminaire d’observabilité a effectuer s’écrit :

A

CA
rang cA? =n.

CAnfl

et si cette condition est vérifiée, la construction de la forme canonique observable sera construite
en partant du systéme dual :

( = AT¢C+C",
n = B¢,

sur lequel I'application de ’algorithme précédent conduit a la forme canonique commandable du
systéme dual. Une derniére transposition conduit a la forme canonique observable du systéme
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initial :
i’o = ono + Bou,
yo = Coxo,
ouxo = 1oz, yo = Hoy, et :
Ao = ToATy' =
i X X X 1]
1 X X X vy
1 x X X
X X X
X 1 X X Vs
X 1 x X ! ’
X X X 7
X X 1 X v,
X X 1 x !
— V] — — Uy — — v —
Bo = 1uvB,
[ 1 0 0 |
0 1 0
Vel -1 —1 0 :
0 0 1
— UV — — Uy — — UV —
Les indices v;, i = 1,...,[, mis en évidence pour la construction de cette forme s’appellent

les indices d’observabilité.

8 Annexe B : Formes canoniques de matrices

8.1 Forme de Smith

Considérons les matrices élémentaires régulieres suivantes qui traduisent des opérations
élémentaires sur les lignes (resp. colonnes) d’une matrice, lorsqu’elles la multiplient & gauche
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(resp. a droite), (14) échange la i-iéme ligne (resp. colonne) et la j-iéme ligne (resp. colonne),
(15) multiplie la i-iéme ligne (resp. colonne) par le scalaire non nul «, et (16) ajoute a-fois la
Jj-iéme ligne (resp. i-iéme colonne) a la i-iéme ligne (resp. j-iéme colonne) :

1
1
0 1
1
E;; = , (14)
1
1 0
1
- 1 -
- .
1
Ei(a) = « , (15)
1
- 1 -
- .
1 0 0 «o
0
Ey(a) = - (16)
0
1
- 1 -

Le principe de la construction de la forme de Smith d’une matrice A(m x n) consiste a
effectuer des multiplications par les matrices élémentaires & droite et & gauche pour se ramener
a la matrice S(m x n), forme de Smith de A, telle que :

SZH 8] (17)
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Théoréme 3 Toute matrice A(m X n) de rang r est équivalente a sa forme de Smith S(m x n)

(17).

C’est-a-dire qu’il existe deux matrices réguliéres P et (), non uniques telles que S = PAQ.
Ce principe s’étend utilement aux matrices polynomiales (cf. chap. 11). Comme rang A = rang
S, on en déduit que deux matrices de mémes dimensions sont équivalentes si et seulement si
elles ont méme rang.

8.2 Décomposition en valeurs singuliéres

Plus utilisée en pratique que la décomposition sous forme de Jordan ou de Smith car plus
robuste d’'un point de vue numérique, la décomposition en valeurs singuliéres d’'une matrice
met en évidence une matrice diagonale qui lui est équivalente. Elle jouera un role fondamental
dans la généralisation au cas multivariable du lieu fréquentiel d’un systéme linéaire. Dans toute
la suite ||.|| désignera la norme spectrale ||.||2 :

||AH2 = VPaxaA;

ou p4 désigne le plus grand module obtenu sur ’ensemble des valeurs propres de A

Théoréme 4 Pour toute matrice complexe A(mxn) il existe deux matrices unitaires U(m xm)
et Vi(n x n), telles que :
U*AV =%,

ou X est une matrice réelle (m x n) diagonale, ¥ = diag{o1,...,0,}, avec p=min{m,n}, et :
01209220, 2>0.

Les o; apparaissant dans ce théoréme sont appelées les valeurs singuliéres de A d’oul le nom
de la décomposition en valeurs singuliéres de A sous la forme :

A=UZV*
Comme :
A*A=VEISV* et AA* =ULETU*,

ou LY =diag{o?,...,02,0,...,0} est une matrice (nxn) et SXT =diag{o?,...,02,0,...,0},
est une matrice (m X m), o p = min(m,n), les valeurs singuliéres non nulles sont les racines
carrées des valeurs propres non nulles de la matrice A*A mais aussi celles de la matrice AA*.

Notons U = [ Uy o Uy, } etV = [ VL ot Up ] , alors les u; et les v;, d’apres les expressions
précédentes recoivent une interprétation en termes de vecteurs propres de AA* ou A*A :
—pourt=1,...,n:

* 2
A*Av; = ojv;,
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—pourz=1,...,m:

AA u; = O’?Ui.
Ainsi lorsque X et Y sont des matrices unitaires de dimensions convenables on a :

Comme on a également :

AV =UY, et A*U = VT,

on obtient les relations suivantes, avec p = min(m,n) :
—pourt=1,...,p :
*
Av; = ou;, et A*u; = o,v;,

— pour i =p+1,...,max(m,n) :

Av; =0, et A*u; = 0.

Géomeétriquement, les valeurs singuliéres d’une matrice sont les longueurs des demi-axes de
I’hyper-ellipsoide défini par :

{y,y:Ax,x € Cn?”'x” = 1}7

et v; leur direction. Ainsi v; est la direction dans laquelle || Az est la plus grande sur ||z|| =1
et v, la direction dans laquelle ||Az|| est la plus petite.

Théoréme 5 Soient 01 > 09 > ... > 0, > 0,41 = 0, alors, en désignant par span [’espace
vectoriel engendré par un ensemble de vecteurs :

1. rang A =r;

2. N(A) = span {v,41, ..., v,} et [N(A)]" = span {vy,... v };
3. T(A) = span {uy, ..., u.} et [L(A)]" = span {t 1, ..., Un};
4. EnposcthT:[ul ],VT [ Un],etET:diag{al,...,ap},ona:

A= ZT: oy = U2V
i=1

Za? = trace(A*A)
i=1

Le résultat suivant est intéressant car il permet de fournir la meilleure approximation d’une
matrice par une matrice de rang donnée :
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Théoréme 6 Soit k < rang A, et A, = Zle ol alors :

min _ [|A = Bl = [|A = Akl| = %41

B,rang(B)<k
Pour toutes matrices A et B, dont les tailles sont compatibles, on a :

0i+1(A) + 0541(B),
0i11(A)oj11(B).

irjr1(A+ B) <
Oitj+1(AB) <
Notons 6(A) et o(A) la plus grande et la plus petite valeur singuliére d’une matrice A,
d’apres la partie précédente on a :
o(A) = [[Allz = max [[Azl],

|z]|2=1

et :
0(A) = min [|Azx]s.
llzll2=1
On dispose des propriétés suivantes :
— si A(A) est une valeur propre de A, alors :

a(A) < |M(A)] < a(A);

— si A™! existe, alors :
1 1
o(A) = = ;
2= T AT

— pour tout réel « :
d(aA) = |a|a(A), a(ad) = [ala(A);

condy(A) = —=.

Lorsque les tailles sont compatibles :

max {0,5(A) — 1} <5(A+ 1), max{0,0(A) — 1} < ag(A+ 1),
max {5(A),5(B)} <[ A B ] <V2max{5(A),5(B)}.
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Dans le cas ot on travaille sur I’ensemble des matrices réelles, la décomposition en valeurs
singuliéres s’écrit :

A=UxVT,

ol X conserve le méme sens qu’auparavant et U et V' sont deux matrices orthogonales, c’est-a-
dire qu’elles vérifient :

vt = U'U =1,
vvt = viv =1

9 Annexe C : Inverses généralisées et systémes linéaires

9.1 Inverse généralisée

Une matrice réguliere A(n x n) admet une inverse unique A™! telle que, AA™ = A1A =1,
ce qui donne la relation : AA™'A = A. Par extension, I'inverse généralisée d’une matrice
quelconque A est la matrice X qui vérifie la relation :

AXA= A

Soit S la forme de Smith d’une matrice A de rang r et les matrices réguliéres P et () telles
que A = PSQ.

Théoréme 7 Q 'STP~! est une inverse généralisée de A.

De fagon plus générale on peut montrer que la forme d’une inverse généralisée X de A(mxn)
peut étre construite a partir de sa forme de Smith par X = Q 'TP~!, oi T est une matrice
(n x m) qui est de la forme :

T — [ Ir Xl ]

Xy Xj

ou X1, Xy et X3 sont des matrices quelconques de dimensions convenables.

Théoréme 8 Toute inverse généralisée X de A, posséde les propriétés suivantes :
1. I(AX) = Z(A);
2. I((XA)T) = Z(AT);
3. I(I - XA) =N(A);
4. AX et XA sont idempotentes.

40



F. ROTELLA Observateurs

9.2 Application aux systémes linéaires

Dans beaucoup d’applications, on doit résoudre le systéme linéaire Az = y, ou A(mxn) n’est
pas carrée ou bien a un déterminant nul. Le systéme peut alors admettre plusieurs solutions ou
aucune. Dans le cas ou ce systéme est soluble, on dit qu’il est compatible.

Théoréme 9 Le systéme Ax =y est soluble si et seulement si rang (A) =rang (| A y ).
Supposons qu'il existe une matrice X (n x m) telle que AXA = A, alors :
r=Xy+ ([ —XA)z,
ol z est un vecteur arbitraire, sera une solution du systéme si et seulement si :
AXy=y.
Cette derniére relation constitue une relation de compatibilité du systéme.

Théoréme 10 Pour le systéme compatible y = Az, en notant AU une inverse généralisée de
A, l’ensemble des solutions est donné par :

x =AMy (1, - ATV Az,
ol z est un vecteur arbitraire de R™.
Considérons le systéme linéaire matriciel :
AXB=C,

ou A(m x n), B(p x q) et C(m x ¢) sont données et X (n x p) est une matrice inconnue a
déterminer. Comme :

AXB = AAMAXBBWM B,
une condition de compatibilité s’écrit :
AAMCBMB =C.
Théoréme 11 La solution générale du systéme compatible AXB = C, s’écrit :
X = Attept 4y — At Ay BB
ou'Y est une matrice arbitraire (n X p).

Soit A{1} Pensemble des inverses généralisées d’une matrice A, application du résultat
précédent & I'équation :
AXA=A,

permet de caractériser A{1} a partir d'un de ses éléments. En effet, comme la solution générale
en est :

X = AMAAM 4y — AT Ay 440
il suffit de poser Y = A"} + 7 pour obtenir :
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9.3 Pseudo-inverse
9.3.1 Notion de pseudo-inverse

Comme l'inverse généralisée n’est pas unique, on cherche des matrices plus particuliéres
vérifiant les 4 propriétés :

P1 : AXA=A;
P2 : XAX =X,
P3 : (AX)T = AX;
P4 : (XA)T = XA

A partir de la forme de Smith de A (17), A = PSQ, toute matrice vérifiant les deux
premiéres propriétés est de la forme QT P~!, ou T est de la forme :

[ x
T‘[Xg ngl]'

Toute matrice X vérifiant ces 4 propriétés est une pseudo-inverse de A (on dit aussi inverse
au sens de Moore-Penrose), que 1'on notera A™.

Théoréme 12 A" existe et est unique.

9.3.2 Formes explicites de la pseudo-inverse

Soit A = F'G une décomposition de rang maximal de A, alors :

AT = GT(FTAGT)'FT,
= GINGGH) Y FTF)'FT.

Soit la décomposition de A(m x n) de rang r sous la forme :

A A
A=
l Ag1 Ax } ’

ou Aj; est régulieére de rang r. Notons :

Alzlﬁﬂ,fb:un Al

Comme nécessairement Asy = A21Af11A12, on a :

AT = AT(ATAAT) 1 AT,
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Soit la décomposition en valeurs singuliéres de A, A = UXVT, ot U et V sont orthogonales :

2, 0 .
Z_[ 0 O]v ZT_dla’g{O-lv‘”7O-T}7

les o; étant les valeurs singuliéres non nulles de A telles que o1 > 09 > --- > o, > 0. Alors,
d’apres les propriétés précédentes, on aura :

avec :

AT = vyrUT
10

+ T

s[5,

9.3.3 Quelques propriétés de la pseudo-inverse

10.

. Si A est réguliére, alors AT = A~%.
. Si A est de rang plein en colonnes : AT = (ATA)7'AT et on obtient ATA = I,,, mais

AA*T £ 1,

. Si A est de rang plein en lignes : AT = AT(AAT)™1 et on obtient AAT = I, mais

ATA £ 1,
Pour toute matrice A on a I’égalité suivante :
AT = (AT AT AT = AT(AATYT,

Soit F'GG, une factorisation de rang maximal de A, alors At = GTF*. Dans le cas parti-
culier ou r = 1, on peut écrire :

AT AT
T FTAGT ~ GATF'
Il faut noter qu’en général (AB)* # BTAT.
Si P et () sont deux matrices unitaires alors :

(PAQ)+ — Q_1A+P_1 — QTA+PT.

A+

Si P et Q sont seulement réguliéres alors (PAQ)T # QAT P~L. En effet, d’aprés ce qui
précede on a seulement :

(PAQ)T = QTGT(GQQ™G")y Y (FPTPF)'FPT.
Soit A(m x n) = FPG, ou rang F(m x r) = rang G(r x n) = r = rang A et P(r x r)
réguliére. Alors AT = GtP~1F+,
Pour toute matrice A, (AT)T = A, (AT)T = (AT)T, et on dispose des formules d’Albert

et Sittler :
At = lina(ATA +el)tAT = lin% AT(AAT + e
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9.3.4 Algorithme de Greville-Albert-Sittler

Une méthode efficace de calcul itératif de la pseudo-inverse d’'une matrice est donné par
'algorithme de Greville (ou sous une forme équivalente par I’algorithme d’Albert et Sittler) qui
ne demande pas de traitement préalable de la matrice. Cet algorithme est trés utile pour trois
raisons :

— il permet de calculer de facon récurrente la pseudo-inverse d’une matrice en un nombre

fini de pas;

— il est indépendant du conditionnement de la matrice (pas besoin de factorisation de la

matrice) ;

— il ne demande pas d’inversion de matrices, seules des quantités scalaires sont a inverser.

C’est donc un algorithme que 1’on implante aisément sur calculateur et il peut méme étre
utilisé pour calculer I'inverse d’'une matrice réguliere. Sa structure est décrite dans ’organi-
gramme de la figure dans lequel A désigne une matrice (m x n), aj la k-iéme colonne de A et
Ay la matrice formée des k premiéres colonnes de A.

9.3.5 Application aux systémes linéaires incompatibles

Lorsque le systéme linéaire y = Az est incompatible, il n’a pas de solution exacte. On
cherche alors une solution de ce systéme au sens des moindres carrés, i.e. celle qui minimise
|y — Az||, . On peut remarquer que résoudre un systéme compatible au sens des moindres carrés
c’est obtenir sa solution exacte, on peut donc généraliser a tout systéme la notion de solution.

Théoréme 13 T est la solution du systéme y = Ax au sens des moindres carrés si et seulement
si T est solution du systéme toujours compatible ATy = AT Ax.

Le systéme linéaire ATy = AT Az s’appelle le systéme normal associé au systéme y = Ax.
Théoréme 14 La solution au sens des moindres carrés du systéme linéaire y = Ax s’écrit :
T=A"y+(I—-ATA)z,

ol z est un vecteur quelconque et A' la pseudo-inverse de A. De plus, la solution unique de
norme euclidienne minimale est obtenue avec z = 0, soit :

T =A"y.

9.3.6 Résolution d’un systéme linéaire

D’aprés tout ce que I'on vient de dire, la solution du systéme linéaire y = Ax s’écrit :
Aty + (I — AT A)z,

et si le systéme est compatible cette solution est exacte, sinon elle ne I'est qu’au sens des
moindres carrés. Le fait de prendre z = 0 conduit & une certaine simplification.

44



F. RoTELLA

Observateurs

Début

AF =0

by, =
| |
!
Al = diby,
M= ----——
b ]
k=k+1 00
At = Af
Fin

F1G. 4 — Algorithme de Greville du calcul de A™.
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