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1 Introduction

Le probléme du filtrage consiste & déterminer des estimateurs de variables du systéme lorsque
I’environnement présente des perturbations aléatoires. Nous allons donc étudier dans cette
partie I’aspect stochastique de la notion d’observateurs. Deux points de vue peuvent étre utilisés
pour aborder cette question : celui de Wiener qui utilise une approche fréquentielle et celui de
Kalman qui utilise ’approche temporelle. Dans tous les cas, le but est de déterminer un systéme
(le filtre), optimal au sens de la minimisation de la variance d’erreur entre la variable réelle et
son estimation. Nous ne regarderons ici que la deuxiéme approche. En effet, un filtre de Wiener
est un cas particulier de filtre de Kalman et cette derniére approche permet d’appréhender
directement le cas d'un systéme non stationnaire multivariable.

Dans ce cadre on peut également classer les problémes d’estimation suivant la quantité
d’information disponible. En effet, considérons un systéme dont on posséde un ensemble de
mesures m(to, tr), entre les instants t, (instant initial) et ¢; (instant final), sur les entrées et les
sorties. On peut chercher & estimer la valeur de I’état = a un instant donné 7 (que I'on notera
par Z(7/m(tg,ts))). Suivant la valeur de 7, on distingue :

— si 7 <ty il s’agit d'un probleme de lissage;

— si 7 =ty il s’agit d’un probléme de filtrage;

— si 7 >ty il s’agit d'un probléme de prédiction.

Alors qu’'un probléme de prédiction peut étre ramené a un probléme de filtrage par une
estimation de &y = Z(ty/m(to,ts)) suivie d'une prédiction par utilisation du modele initialisé
a zy, il n’en est pas de méme du lissage. En fait, ce dernier probléme peut étre résolu par la
combinaison de deux problémes de filtrage : un filtrage de ¢y, & 7 et un filtrage rétrograde de ¢
a 7. Ainsi, un seul algorithme permettra de traiter ces trois problémes.

Le filtre de Kalman est un reconstructeur d’état dans un environnement stochastique.
Lorsque les variances des bruits sont connues, c’est un estimateur linéaire minimisant la va-
riance de l'erreur d’estimation. Les algorithmes donnant la solution de ce probléme ont été
déterminés initialement par [KALMAN, 1960] dans le cas discret et [KALMAN, Bucy, 1961]
dans le cas continu. Nous établirons, dans un premier temps, les équations du filtre de Kalman
discret puis, celles du filtre de Kalman continu par passage a la limite.

2 Le filtre de Kalman discret

Etant donné un systéme linéaire stochastique dont 1’évolution dynamique est modélisée a
I’aide de I’équation d’état :

Tpy1 = Apxr + Brug, + Grwy,

(1)

Yr = Cray + vg,

ou k > 0 représente les instants successifs du temps, x, 'état du systéme de dimension n, yy,
la sortie (mesure ou observation) de dimension m, uy, l'entrée certaine de dimension I, wy, le
bruit d’entrée (ou de dynamique) de dimension [, v, le bruit de mesure de dimension m. Les
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matrices certaines Ay, By, Gy, C sont de dimensions convenables. Pour éviter toute confusion,
nous représenterons dans la suite, la matrice identité d’ordre n, simplement par /.

Ce modele peut étre considéré comme représentatif d’un systéme a temps discret ou plus
généralement étre obtenu a partir de la discrétisation d’'un modele représentatif d’un systéme
a temps continu. Les séquences de bruit {wy} et {vx} sont des séquences indépendantes de
bruits blancs centrés et I’état initial xy est également une variable aléatoire indépendante des
séquences {wy} et {vg}. Leurs propriétés aux premier et second ordres sont données par :

E{U)k} = O, E{Uk;} = O, E{(L‘()} = (f‘o,

el

v R0 (2)
E wi | [v/wiT] p = Qriw ;
.f[) PO

e

ou E{.} représente I'espérance mathématique, o = zg — To, Ry, Qk, Fo sont des matrices
symétriques définies positives, et d;; est le symbole de Kroknecker.

2.0.1 Equations du filtre

Le probléeme du filtrage, au sens de Kalman, est de trouver, pour le systéme dynamique (?7),
la meilleure estimation z de I'état = a l'instant k, & partir d’observations effectuées jusqu’a
I'instant discret j, au sens du critére de la variance conditionnelle minimum. Cela signifie que
I'estimé 7 est tel que :

E{ll 2o — @ 1" Hyo, v - width S E{llaw — 2 I° Hwo. s w5t

pour tout vecteur z fonction des observations {yo, y1, .. ., y;}. Nous noterons 2y, cet estimateur
optimal, et 7y/; et yi/; les erreurs d’estimations :

Tk/j = Tk = Thyj,
Ur/j = Yk — Crdryj

Suivant que k < j,k = j ou k > j, on dit que 23,; est une valeur lissée, filtrée ou
prédite de x. Contrairement au probléme de prédiction qui utilise, & partir d’une valeur filtrée
le modele (??) non bruité, le probléme de lissage nécessitera un traitement plus complexe (on
doit tenir compte d’informations futures) qui sera étudié dans un paragraphe particulier. Pour
simplifier les notations, nous poserons désormais :

cov(z) = E{zz1},
Pk/t = COV(i’k/t).
Le probléme de filtrage au sens de Kalman est résolu en utilisant les principes de base de
Iestimation, simple puis récursive, d’une variable aléatoire que nous décrivons dans I'annexe A.

Dans ’annexe B, on établit que les équations de fonctionnement d’un filtre de Kalman discret
se décomposent en deux étapes :
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— une étape de prédiction :

1w = Arlir + Brug,
Pii1yk = ApPoyi AL + GrQiGT

— une étape de correction :

Tk = Tyr—1 + Ki(yr — Culpp—1),
P = (I — KiCr) Prji—n,

ou K, est le gain optimal du filtre, donné par :

Ky = P CFS 1,

s _p T (5)
k= Ry + Cp Py 1Oy .
La construction de cet algorithme montre qu’il permet de répondre & deux objectifs diffé-
rents :
— C’est un filtre linéaire minimisant la variance a priori de lerreur d’estimation. Dans ces
conditions, les bruits peuvent ne pas étre gaussiens;
— c’est un filtre maximisant la probabilité a posteriori des grandeurs a estimer. Cela n’est
alors applicable que dans ’hypothése de bruits gaussiens.

2.0.2 Formes particuliéres du filtre

Le filtre de Kalman discret est composé de 'ensemble des relations (3) a (5), mais, sui-
vant que I'étape de prédiction suit ou préceéde I'étape de correction, on peut réaliser un filtre
estimateur ou un filtre prédicteur-a-un-pas.

On obtient alors les formes suivantes :

~ (@i, Pojk) — (Ths1/k+1, Peyi/p+1), on réalise alors un filtre estimateur :

Tppierr = ([ — K1 Crpr) Arlegn
+(I — Kj41C41) Brug + K1Y,
Povikrr = (I = Ke1Cr) (ApPr AL + GrQiGY), (6)

Kii = (AePopAL + GQuGICL 50k,
Sit1 = Rig1 + Crsr(ApPonAL + GrQiuGE)CE

— (Zr/k-15 Peg—1) — (Zrt1/k, Prt1/k), on réalise alors un filtre prédicteur-a-un-pas :

Ty = Al — KipCr)Tpjp—1 + Brug + A Ky,
Py = Al — KipCr) Pojr—1 AL + GrQiGY,

ot K, est définie en (5).
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Bien que ces expressions n’apportent aucune simplification, il est nécessaire de remarquer
que, dans le filtre de Kalman, le filtre estimateur et le filtre prédicteur-a-un-pas, les expressions
permettant de calculer le gain K}, et les matrices de covariance Py, et P4/, sont indépen-
dantes des mesures y, et des valeurs de %/, et 244/, Elles peuvent donc étre calculées a
'avance. On aboutit, & partir de (5), (4), et (7), & I'équation de récurrence fournissant Pjq/ :

Pesie = ApPip AL + GrQiGY

8
_AkPk/k—lcg(Rk + Ckpk/k—lcg)_lckpk/k—lflza ®)

qui est une équation de Riccati permettant de calculer Py, et Kj par (4) et (5). Une fois
connues ces matrices, les filtres peuvent étre réalisés par (6) ou (7) suivant que I'on dispose ou
non de la sortie a 'instant & + 1.
2.0.3 Reésultats supplémentaires

Les matrices intervenant dans le filtre de Kalman ont les propriétés particuliéres suivantes :

1. L’élimination de Cy ou ¥ dans (4) a I'aide de (5) conduit directement aux expressions :

Py = Py — K SipK],
= Pip1 — Pijp1CL (R 4 CrPryi—1CY) " Cr Pryrer. 9)

2. L’utilisation du lemme matriciel :
(A+ BCD) ' =A"1—A'B(C'+ DA 'B)"'DA™ !, (10)
conduit directement, a partir de (9), a :
Pop =Py + ORI Cy (11)

3. L’utilisation du lemme matriciel sur ¥, conduit & :

Syt =Ry = Ry'Ch (P, + ORI C) T CLR, Y, (12)

.

Py,
soit, d’apres (5) :
Ky = Pyy1CL Ry — Pejo1 CLR,'Cr PuCLRL
—1 —1
Brji = Prjr
On obtient finalement :
Ky = POl R (13)

Cette relation est d’interprétation plus facile que la formule initiale (5) qui doit étre
envisagée lorsque Ry, est singuliére. En effet, K}, est le gain de correction (4) et 'on peut
faire le raisonnement qualitatif suivant :
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— confiance dans les précédentes estimations (P, faible) et doute dans les mesures (Ry,
élevé) doivent impliquer un gain K, faible;

— doute sur les précédentes estimations et confiance dans les mesures actuelles doit en-
trainer un gain de correction élevé,

ce qui est vérifié par la forme (13).

4. Comme @y /k—1 = CpTpp—1,il vient :
Uk/k—1 = Yk — Gk/k—1 = CrTp/k—1 + Vg (14)
La matrice de covariance de I’erreur de prédiction sur la sortie est alors donnée par :
cov(J/k-1) = CuPijr—1Cy + Rp = Sy,

ce qui permet de donner une interprétation évidente de la matrice .

5. De méme que précédemment, on a :

Uik = Y& — Ur/k
= yp — CrZp,
= Cki’k/k + V.

La matrice de covariance de ’erreur d’estimation sur la sortie est alors donnée par :
cov(Ji/k) = CkPk/kCg + Ry
6. D’apres les relations précédentes :
Ue/k—1 — Uk = Ck(Tuk — Tup—1),
ce qui, d’apres (3) et (14), conduit & :
Ur/k—1 — Uik = CrKp(CuZpyp—1 + ).
La matrice de covariance de I'écart estimation-prédiction, en utilisant (9), est donnée par :

cov(Jrk—1 — Jrx) = Co Kk S KL CF = Co(Pyji—1 — Piyi)CL.

2.0.4 Modéle A bruits corrélés

Dans le cas ou les bruits de dynamique et de mesure de (??) sont corrélés, il est possible
de reprendre toute ’étude précédente. Une fagon plus rapide d’établir les équations du filtre
de Kalman correspondant consiste a se ramener au cas d’'un modele a bruits décorrélés par la
construction d'un modéle équivalent.

En effet, supposons que 'on ait :

E{vkwlT} = Sgékl

7
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On introduit alors le nouveau vecteur de bruit de dynamique :
Wy = wy — SkRy g,

pour lequel il est facile de vérifier que E{vzw! } = 0.
L’utilisation de ce bruit, dans les équations du modele initial (??), conduit directement au
modele équivalent cherché :

Tpr1 = Apzy + Byug + Grys + Gy,

(15)
Y = Crar + v,

avec Ak = Ak - GkSkR];IOk, Gk = GkSlezl
Les propriétés statistiques des bruits de ce modele sont telles que :

E{v;} = 0, E{w,} =0,
R, 0
E { [Zﬂ [UlTwlT]} = [ Ok Qlj Okl
ou Qk: = Qk - SkR,;lSkT

11 suffit alors d’appliquer, sur le systéme (15), le filtre de Kalman discret défini dans le cas
d’un modele a bruits non corrélés. Les étapes de correction (4) et de calcul de gain (5) sont
conservées. Seule est modifiée I’étape de prédiction qui devient :

Tr1k = ArZrsi + Brug + Gy,

_ _ _ 16
Pii1jx = AP AL + GLQiGr . (16)

En tenant compte des expressions de A, et Gy, il vient :
Tri1k = AxZrsn + Brug + GeSkRy  (yp — Crdirgr),
et l'utilisation de (3) conduit a la forme :
L1k = Qe + Brug + GuSeRy (I — CuKy) (yk — Criiyi—1)-
Or, d’apres (5), on a la relation suivante :
R - CyKy) = R'(I—CpPrCESY),

= R;'(Sk — CuPipr1CF) S1

N J/

Ry

L’étape de prédiction (5) est donc modifiée par ajout d’un terme correcteur :

Thriw = Awlrsm + Brug + K5 (yp — Crligpi-1), (17)

partie p(;lr Sk=0

8
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De méme, en développant la deuxiéme expression de (16), on obtient :
P = AkPkT/kAf + GrLQLGT — G SLR, ' SFGE
—GSyRy CrPyyi AT — APy CF R STGE.

L’utilisation des relations (12), (13) et (17), nous permet d’écrire :

Poiije = ArPupAL + GrQrGE — Kip XK
La détermination de la matrice de covariance de 1’étape de prédiction du filtre de Kalman

pour un systéme a bruits corrélés est donc déduite de celle obtenue dans le cas de bruits non
corrélés par ajout d’un terme correcteur. On a alors :

Piovijp = flkPk:/kAg + GkaGg +ARK SR K AL — LpSe Ly, (18)

partie p(;{ur Sk=0

ou Lk = Kk + AkKk
En résumé, pour un systéme a bruits corrélés, il suffit de remplacer les relations (3) par les
relations réajustées (17) et (18) pour obtenir le filtre de Kalman discret correspondant.
Lorsque l'on s’intéresse a la réalisation d’un filtre prédicteur-a-un-pas pour un systéme a
bruits corrélés, I'élimination de @y, et Py, entre (17) et (18) conduit directement 4 :

Tpy1yn = (Ap — LpCr)ZTpp—1 + Brug + Lyy,
Perijk = ArPrjp1 AL + GrQrGY — LiXp L,
Ly, = (AkPyji—1CL + GiSk) (Ry, + C P CF) 7,

ou les matrices Py x—1 et Ly peuvent étre calculées a 'avance par la résolution de I’équation de
Riccati :
Poyig = ArPip1 AL + GrQiGE
—(AkPk/k,leT + GSk)(Ry, + C’kPk/k,lC,?)_l
(AkPk/k,leT + GkSk)T

A Taide du modeéle équivalent & bruits non corrélés, on a donc déterminé le filtre de Kal-
man dans le cas général. Un autre avantage de ce modéle est de permettre la simulation de
tout systéme caractérisé par des bruits corrélés. En effet, les programmes de génération de
bruits blancs pseudo-aléatoires ne permettent pas de générer des bruits corrélés. L’utilisation
du modele équivalent avec bruits non corrélés permet d’utiliser des bruits non corrélés wy et
V-
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2.0.5 Le filtre Information

Le filtre Information est une formulation du filtre de Kalman en termes d’inverses de matrices
de covariance (appelées matrices d’informations). Nous le présenterons dans le cas d’un systéme
a bruits non corrélés, mais il va de soi que le cas d’un systéme a bruits corrélés serait traité de
la méme maniére que précédemment par l'intermédiaire du modele équivalent (15). Soient les
estimations définies par les transformations :

Zhjk—1 = P];/}c_li'k/k—la
3 _ P*l A (]‘9)
k/k = L jplk/k-
Le filtre Information est constitué des algorithmes de prédiction permettant de passer de
(Zk—1/k-1, Pk__l1 /k_l) a (Zr/k—1, Pk_/k_l) et des algorithmes de correction permettant de passer de

(Zk k-1, P;;/}CA) a (Zu/k, Pk_/}ﬂ)
La relation (11), que nous rappelons ici, donne le passage de Pk_/}f*1 a by &
pk—/}g — Pk_/}cfl + CIRCy. (20)

L’utilisation du lemme matriciel d’inversion (10) sur la relation (3) conduit a :

P,;jl/k = (I — LyG}) My,
ou :

M, = A,;TP,;/}gA,gl,

Ly, = M,GpA Y, (21)

Ay, = Q' + GT MGy,

Une dualité apparait donc entre I’étape de prédiction (resp. correction) du filtre de Kalman
et I’étape de correction (resp. prédiction) du filtre Information. Par analogie avec (4), la matrice
Ly, est la matrice de gain de correction du filtre Information. Ces calculs ne dépendant pas des
observations, la méme remarque que pour le filtre de Kalman s’applique donc ici, les matrices
d’informations et le gain du filtre peuvent étre calculés a I’avance.

On passe des estimations du filtre de Kalman & celles données par le filtre Information par
les transformations (19). Cela fournit donc, d’aprés (4) et (13) :

Pk_/}ci’k/k = (Pk_/}€ — OZR,;le)ik/k,l + OgR;lyk,

-1
Pk/lcfl

soit, pour ’étape de correction :
ke = 2kt + Cf Ry, 'y (22)
De méme, a partir de (3), on obtient :

Plc;ll/lc:%k‘*‘l/k = Pl:l/kAkPk/kék/k + Pl;rll/kBkuk7

10
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ce qui se transforme, par (21), en :

La dualité entre le filtre de Kalman et le filtre Information existe aussi a ce niveau mais est
moins évidente car I'influence des mesures et des entrées reste respectivement sur les étapes de
correction et de prédiction, alors que le gain passe de I'une a I’autre des étapes. Les relations (20)
a (23) constituent les formules de base du filtre Information.

Bien que les filtres de Kalman et Information soient équivalents, ce dernier sera préféré au
filtre de Kalman dans les cas suivants :

— lorsque les connaissances statistiques sur 1’état initial sont mal connues (ce qui peut
conduire a une valeur propre de Py trés grande), le filtre Information permet alors de
démarrer I'algorithme de filtrage avec des matrices finies jusqu’a ce que Pk’/}c et P +11 Ik
soient de rang plein. A partir de ce moment on peut reprendre le filtre de Kalman ;

— lorsque la dimension du bruit de dynamique est inférieure & la dimension du bruit de
mesure, par exemple lorsque le bruit de dynamique est un bruit d’entrée et que 1’'on en
a moins d’entrées que de mesures. La matrice Ay a alors une taille plus petite que X, le
calcul du gain dans le filtre Information est donc plus rapide que dans le filtre de Kalman.

2.1 Le filtre de Kalman continu

Le filtre de Kalman-Bucy [13] résout le probléme de 'estimation de I’état d'un systéme
continu défini par ’équation d’état :

(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + G(t)w(t), (24)

y(t) = C()x(t) + (1),
ou t représente le temps, x(t), 'état de dimension n, y(t), la mesure de dimension m, u(t),
I'entrée certaine de dimension [, w(t), le bruit d’entrée (ou de dynamique) de dimension /', et
v(t), le bruit de mesure de dimension m. On suppose que ces bruits sont blancs, gaussiens, et
connus par leurs matrices de covariance :

E{w(®)w’ ()} = Q(t)0s—v, E{o(t)v" (')} = R(t)i-v,
E{v(t)w (t')} = 0, E{v(t)z7(0)} = 0, E{w(t)iT(0)} =0, (25)
E{z(0)27(0)} = P,

ou d; est 'impulsion de Dirac en ¢, et en considérant x(0) comme une variable aléatoire d’es-
pérance myg, Z(0) = x(0) — my.

Il serait possible en utilisant les méthodes d’estimation de variables aléatoires, détaillées dans
lannexe A, de déterminer directement la structure du systéme linéaire fournissant la meilleure
estimation Z(¢/7), au sens de la variance d’erreur minimale, de I’état de (24) & t & partir de
la connaissance de la mesure y depuis U'instant initial jusqu’a l'instant 7 (la démonstration est
analogue au cas des systémes discrets). Nous déterminerons ici le filtre de Kalman dans le cas

11
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continu, par passage a la limite & partir des équations du filtre de Kalman dans le cas discret,
pour un probleéme de filtrage (7 = t).

En toute rigueur, pour éviter tout probléme de définition en ce qui concerne les matrices
de covariance, il serait prérérable d’utiliser la représentation différentielle d’Ito ([2, 21]) d’un
systéme continu stochastique :

dxt = Atxt dt + Btut dt + Gt dﬁt?
dyt = Ct.iCt dt -+ dT]t,

ou df, et dn, sont des mouvements browniens centrés tels que :

) 1
limg, o —F{dB, dB/'} = Q(¢),
) 1
limg; o &E{dnt dn!} = R(t).

Nous ne le ferons pas, car cette représentation, ainsi que sa justification, fait appel a des
notions complexes en calcul stochastique. Bien que Passimilation de w(t) avec df] /dt et v(t)
avec dn! /dt soit abusive en ce sens que 3, et 1, n'admettent pas de dérivées, les deux types
de représentation sont formellement équivalentes ([6, 7]) et nous utiliserons le modeéle (24), en
conservant a l’esprit que le bruit blanc est une limite qui n’existe pas.

2.1.1 Relations formelles entre les cas continu et discret

Le passage du modeéle continu au modeéle discret se fait en deux étapes, d’une part par
discrétisation du modele (24) avec une période d’échantillonnage constante et d’autre part,
par passage a la limite en faisant tendre la période d’échantillonnage vers 0. Nous allons ici
établir les relations nécessaires entre les modeles discret (?7) et continu (24) imposées par ces
transformations.

Soit A la période de discrétisation, la relation suivante (formelle) entre le symbole de Kro-
necker et 'impulsion de Dirac :

impose les relations entre les matrices de convariances discrétes et continues :

lim QeA = Q(t),
lim R EA = R(t).

D’autre part, la discrétisation du modéle continu, par la méthode simple d’approximation
d’Euler, conduit &, lorsque A — 0 :

L1 = (I + AkA)l‘k + ABkuk + Akak,
yr = Crop + v,

ou l'indice k représente une évaluation pour en kA.

12
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L’utilisation du filtre de Kalman sur ce systéme donne, d’aprés I’équation du prédicteur-a-
un-pas (7) :
Tryik = (L + AeA)Zp -1 + ABrug + (1 + ApA) Ky (ye — Culliji-1),

ce qui peut s’écrire sous la forme :

Tive ; il =App/p—1 + Brug + (I + AkA)%(yk — Cpp k1) (26)
En considérant : ) .
E%xkﬂ/k ; Tk /k—1 _ :i:(t),
ilg%% — K(t), (27)
lim 2,1 = Z(t),
on obtient a partir de (26), I’équation de l'estimateur linéaire continu du systéme (24) :
() = A@)2(t) + B(t)ult) + K (1) (y(t) — C()2(t)). (28)

2.1.2 Détermination du gain optimal

Le gain optimal de 'estimateur est déterminé également par passage a la limite & partir des
équations discretes. D’apres (27) et (5), on a :

K

KO = 5
— : T T -1
= ilg})Pk/k,le (C’kPk/k,leA+ RkA) .

—0 — R(t)
Soit, en notant ima_.o P/x—1 = P(t), il vient I'expression du gain optimal du filtre (28) :
K(t)=Pt)CT(t)R(t) ™.
En écrivant (4), sous la forme :
K
Po = Pyji—1 — Kk CrPrjp—1A.
— 0
— K(t)

on arrive & :
i@o P = ilil}o Py = P(t).

L’équation de Riccati récurrente (8) s’écrit ici :
Pk+1/k = (] + AkA)
[Pyji-1 — Prjia1Cy (R + CioProje—1CL) 7 C Pr 1]
(I + ATA) + AGLQLGTEA,

13
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ce qui se met sous la forme :

Preyie — Prrt
A

= G QuA Gl + APyt + Pojr—1AL
~——

0 )
—(I + AkA)Pk/k_ng( AR, +ACkPk/k_1Ck )_1

— R(t) —0
CkPk/kfl([ + AgA) + AAkPk/k,lAg.

En prenant la limite, quand A — 0, de chacun des deux termes de cette égalité on aboutit a
I’équation différentielle de Riccati définissant I’évolution de la matrice de covariance de ’erreur
d’estimation :

P(t) = GH)Q)GT (t) + A(t)P(t) + P(t)AT(t) — P(t)CT(t)R(t) "' C(t)P(t). (29)

2.1.3 Filtre de Kalman-Bucy

En résumé, le filtre linéaire optimal du systéme continu stochastique a pour structure :

i(t) = A(D)2(t) + B(t)u(t) + K(1)[y(t) — C()(?)), (30)
avec £(0) = mg et K(t) = P(t)CT(¢t)R(t)~*, ou P(t) est la solution de I'équation de Riccati (29)
telle que P(0) = Fy. On peut noter ici l’analogie entre les expressions de gains optimaux

discret (13) et continu (30).
Dans le cas ot les bruits de mesure et de dynamique sont corrélés :

E{w(t)v" (t)} = S(t)d;_+,

on peut construire, comme dans le cas des systémes discrets, un filtre de Kalman-Bucy, en
faisant appel au modeéle équivalent a bruits non corrélés. Ce modele est défini par :

i(t) = At)z(t) + B(t)u(t) + Gt)w(t) + G(t)y(t),

y(t) = C()x(t) + v(t),
ou :
(t
(t

w(t

A(t) = GE)SHRTHHC (),
G(t)S(t)R(1), (31)
w(t) — SE)R(t)v(t).

Dans ce modele équivalent, w(t) est un bruit de dynamique décorrélé de v(t), dont la variance
est donnée par :

A
G

)
)
)

E{w(t)a" (t')} = Q(t)or—r, Q(t) = Q(t) — S()R(1)S" (1), (32)
L’utilisation de l'estimateur (30), sur ce systéme, conduit au filtre :

(1) = A()E(t) + B(t)ult) + G(t)y(t) + K()[y(t) — C6)i(?)),

14
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avec K(t) = P(t)CT(t)R71(t), ou P(t) est la solution de I'équation différentielle de Riccati :
P(t) = GQWGT (1) + A()P(t) + P(t)AT(t) — P(H)CT ()R (1)C(1) P(t),

telle que P(0) = P.
Ce qui, compte tenu des relations (31) et (32), se met sous la forme :

(1) = A(t)2(t) + B(t)ult) + L(t)[y(t) — C(1)2 (1)),

- L(t) = K(t) + GOSH) R (1) = [P(L)CT (1) + GO)SH) R (1),
et P(t) est la solution de :

Pt) = GHQM)Gt) +AR)P(t) + P(t)AT(t)
—[P(t)CT(t) + G)SH)R()[P(#)CT(t) + G(1)S(1)]",

—~

telle que P(0) = P.
Ces relations correspondent au filtre de Kalman-Bucy dans le cas d’un systéme a bruits
corrélés.

2.2 Commentaires sur le filtre de Kalman
2.2.1 Cas ou certaines sorties sont non bruitées

L’existence de mesures non bruitées implique la singularité de la matrice de covariance des
bruits de mesure. Il s’ensuit une difficulté d’application des filtres de Kalman (particulierement
dans le cas continu). Nous allons montrer que 'application de la méthode de simplification,
utilisée dans le cas des observateurs déterministes [20], permet de contourner cette difficulté et
conduit a une réduction notable du volume des calculs. Par raison de simplicité nous établirons
les relations dans le cas des sysémes continus mais elles peuvent bien sir étre déterminées pour
le modéle discret.

Considérons le systéme continu stationnaire :

(t) = Az(t) + Bu(t) + Guw(t),
y(t) = Crx(t),
Y2 (t) CQ.CC(t) + Ug(t),

ou z(t) € R, y;(t) € R™ | représente les mesures non bruitées, y»(t) € R™2, les mesures brui-
tées, w(t) et va(t) sont des bruits centrés, non corrélés, connus par leurs matrices de covariance :

E{w(t)w’ ()} = Qd;-v,
E{vy(t)vd (')} = Raby .

=

15
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En supposant C; de rang plein (ce qui est toujours possible par élimination de mesures
redondantes), un changement de variables élémentaire permet de se ramener a la forme :

(t) = AHXl(t) + Angg(t) + Blu(t) + le(t),
(t) = A21X1 (t) + A22X2(t) + Bgu(t) + Ggw(t),

t) = Xi(t),
) = Co1 X1 (t) + Coa Xa(t) + v2(1).

X
X,
v (
ya(t

La mesure y; () donnant une estimation certaine de X;(¢), il reste a construire un estimateur
fournissant une estimation de X(t). A partir des nouvelles mesures :

Yo(t) = ya2(t) — Cu X1 (),
Z(t) = Xl (t) — A11X1<t) — Bﬂl(t),
les équations donnant X,(t) se raménent a :

Xo(t) = A Xo(t) + Asyin (t) + Bou(t) + Gow(t),
Z(t) = CXo(t) + V (1),

20) = L/Zé((tt))} o [é{;j V() = H;ft()ﬂ] .

Ces équations font donc apparaitre un modeéle & bruits de dynamique et de sortie corrélés,
dont les matrices de covariance sont :

E{w(t)w” ()} = Q8.

RO e SO DR

E{o(t)uwT (#)} = [Gﬂ 5w = 561 .

On construit alors le filtre de Kalman sur ce systéme par la méthode développée précédem-
ment sur un systéme a bruits corrélés. Cela donne la structure :

Xo(t) = ApXo(t) + Aqyys () + Boult) + K (Z(t) — CXa(t)),

ou K est le gain optimal.

De la méme fagon que dans le cadre des systémes déterministes, ce filtre implique (pour
la connaissance de z(t), donc de Z(t)) la dérivation de la sortie y; (). Pour contourner cette
derniére difficulté, on introduit la variable :

Y(t) = Xa(t) — Ky (t),
ou K = [K;, Ks], dont ’équation d’évolution se met sous la forme :

Y(t) = [Ag — KCY(t) + [By — KiBiJu(t) + Koys(t)
+[A21 — K1 A1 — KoCo + (Age — KC) K ().

16
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L’estimation optimale de X5(t) est alors fournie par la variable :

Rappelons que dans le cas d'un systéeme discret, une démarche analogue peut étre proposée
et conduit également & un estimateur d’ordre réduit.

2.2.2 Modéle a bruits colorés

Le cas que l'on vient d’étudier n’intervient pas seulement lorsque certaines mesures sont
parfaites mais également lorsque ’hypothése de bruits de dynamique et de sortie blancs n’est
plus vérifiée. Supposons en effet,que les matrices de covariance de ces bruits sont de la forme
(par exemple, dans le cas discret) :

E{wywi } = Qx—s, (33)
E{'U]{U?} = Rk_g.
Comme la transmission a travers un filtre linéaire stationnaire d’un bruit blanc génére,
pour les variances de ’état ou de la sortie, de telles séquences de matrices de covariance. Ces
séquences peuvent donc étre considérées comme des réponses impulsionnelles. On cherche ainsi
deux systemes, appelés filtres formateurs, dont 'entrée est une séquence blanche {v;}, telle que
E{vivi} = Nidk, et dont la sortie fournit les bruits wy, et vy.
L’application d’'une méthode de réalisation conduit a modéliser les systémes générant {wy,}
et {vx} a partir de {v} sous la forme équations d’état :

Wy = Cddk; + Ldyk

Mrg+1 = Ammk + Gmyk,
Vg = Cmmk + Lmyk

{ A1 = Ay, + G,

L’application du filtre de Kalman se fait alors sur le systéme a état-augmenté, soit a partir
de (?7):

Th+1 Ak GkC’d 0 T Gde Bk
dk+1 =10 Ad 0 di | + G vi+ | 0| ug,
M1 0 0 A" |my Gm 0
Tk
ye=[Ce 0 C™] | di |+ L™vy,
my

qui est un systeme ot les bruits sont blancs mais les bruits de sortie ou de mesure sont corrélés
ou, si det(L™N,L™T) = 0, la covariance des bruits de mesure est singulicre.

Nous verrons, dans la partie consacrée aux applications, que le filtre de Kalman est un filtre
formateur particulier.
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2.2.3 Filtre stationnaire

Dans le cas de systémes stationnaires, c’est-a-dire lorsque les parameétres ne dépendent pas
du temps, les gains optimaux des filtres de Kalman continus et discrets sont donnés & partir de
la solution des équations de Riccati suivantes :

— cas continu :

P(t) = GQGT 4+ AP(t) + P(t)AT — P(t)CTR'CP(t), (34)

— cas discret :
P(k+1) = AP(k)AT + GQGT
—AP(k)CTIR+ CP(k)CT|71CP(k)AT, (35)
P(0) = Py

ou les matrices A, G, C, () et R sont des matrices constantes définissant ’équation d’état
du processus considéré. Nous n’entrerons pas dans ’analyse de la stabilité de ces équations,
mais on a le résultat suivant :

Théoréme 1 Si (A,C) est une paire observable, le filtre optimal est asymptotiquement stable,
quelles que soient les matrices GQGT et R, définies positives et quelle que soit 'initialisation
Py. La matrice de covariance de [’erreur d’estimation tend vers la solution unique et définie
positive des équations algébriques de Riccali :

— pour le cas continu :

0=GQGT + AP + PAT — PCTR'CP; (36)
— pour le cas discret :
P = APAT + GQG" — APCT[R + CPCT]'CPAT. (37)

On a alors intérét, dans un but de simplification, a remplacer le gain optimal K (t) (resp. K})
du filtre de Kalman, calculé a partir de P(t) (resp. Py), par (34) (resp. (35)), par le gain optimal
constant donné par :

— pour le cas continu :

K,= PCTR™;

— pour le cas discret :

K4y = PCT[R+CPCT] ™,

ou P est solution de I’équation continue (36) ou discréte (37) suivant le cas.

La différence entre le filtre optimal et le filtre stationnaire sous-optimal ne se fera sentir
qu’en début de fonctionnement (on perd en effet des informations initiales) mais le gain en
temps de calcul peut étre, en contrepartie, appréciable. D’autre part, on peut montrer [9] que
le filtre de Kalman stationnaire ainsi déterminé est identique au filtre de Wiener déterminé a
partir d'une réalisation du signal aléatoire x(¢) [14]. Des méthodes numériques de résolution
de ces équations de Riccati, qui interviennent également en commande optimale [4, 16] ou en
commande robuste [25] sont décrites dans [3, 15].
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3 Mise en ceuvre d’un filtre de Kalman

Concernant I'implantation numérique d’un filtre de Kalman, en particulier dans le cas dis-
cret, on peut faire quelques remarques qui vont permettre d’améliorer le comportement nu-
mérique des équations. En effet les algorithmes & mettre en ceuvre contiennent des équations
matricielles de récurrence et il y a lieu de conserver certaines propriétés et ceci indépendam-
ment des erreurs de troncature. D’autre part, le volume d’information & traiter simultanément
et la résolution numérique des équations de Riccati ne doivent pas conduire & des temps de
cacul trop longs. Nous décrirons, ici succintement, des méthodes d’amélioration de chacun de
ces points en renvoyant a [10] pour des explications plus détaillées.

3.1 La forme de Joseph

La forme (4) ne garantit pas, lors du passage de I’étape de prédiction a I’étape de correc-
tion, la conservation des propriétés de symétrie des matrices de covariances tout au long du
fonctionnement du filtre. Afin de pallier a cet inconvénient, on peut utiliser une relation pour
le calcul de Py, dite “forme de Joseph”. L’écriture de I'étape de correction sous la forme :

T = (I — KpCr)Tnm—1 + Kiyi,
permet d’obtenir, pour I'erreur d’estimation :
Trp = (I — KyC)Tpeyi—1 — Kyvg.

En prenant la covariance de ce vecteur, on obtient une expression de P/, sous “forme de
Joseph” :
Py = (I — KCy) P (I — Ky Cr)" + KRy K (38)

qui a ’avantage de faire intervenir la somme de deux matrices définies positives ou semi-définies
positives. Par conséquent, la symétrie et la définie positivité de P/, sont numériquement mieux
préservées que par (4). D’autre part, la “forme de Joseph” est moins sensible a de petites erreurs
sur K. En effet, si 'on désigne par § K;, une erreur commise lors du calcul de K, I'utilisation
de (4) conduit a une erreur 0Py, du premier ordre en 0K :

OPyj = —(0Ky)CrPy/k-1,
alors que (38) conduit a :

6Pk/k = —((SKk)CkPk/k_l(I — Kka)T
—(I — KkC’k)Pk/k_lC,Ff(éKk)T

ce qui, aprés simplification a l'aide de (5), donne :
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La “forme de Joseph” entraine donc une erreur du second ordre en K. A 1'aide de (3),
(38) conduit a la “forme de Joseph” pour Py :

Py = Al — KyCr) Prjer (I — KiCr)T A + A Kp R KD AL + GLQuGl

qui implique également une erreur 0P/, du deuxiéme ordre en d K.
En ce qui concerne le filtre Information, on peut également déterminer d’autres relations,

numériquement mieux adaptées, permettant le calcul de P, +11 Ik

D’une part, il est en effet facile de vérifier que la “forme de Joseph” de P, 4_11 Ik s’écrit :

P1;+11/k = (I — LyG) My (1 - Lsz)T + LnglLZ.

D’autre part, I’élimination de Ly et de Ay dans (21) conduit & :

Or, d’apres (20) et (21), My, et Pk_-&-ll/k sont reliées par :

M1 = APl + Con R Crnl Ay

La suite des matrices M) qui permettent de calculer les matrices d’informations par (21)
et Pk_/}C = AT My Ay, peut étre déterminée par la récurrence de Riccati :

My = Al;fl [Cg+1Rgi10k+1 + My,
—MyGy(Q), + GEMGy) ' GT M) AL

3.2 Traitement séquentiel des observations

Dans le cas ot les mesures proviennent de sources statistiquement indépendantes, la matrice
de covariance des bruits de sortie est diagonale, soit :

Ry, = diagiyzl{R;c}

et, en notant C! la i-iéme ligne de Cy, I'on peut partitionner 1'équation de sortie de (??) sous
la forme :

1 1 1
Yk Ci Vg

= I A

uK CK Uk
Le traitement séquentiel des observations consiste a traiter séquentiellement les composantes
Yy, ..., y¥ lors de I'étape de correction, a l'aide de I’algorithme suivant :
— initialisation :
9?:2 = fk/kq, P/? = Pk/kfli
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— itération pourt=1av :

¥, = CLP'CiT + Ry,

K= RO ()

=8+ Ky, - Giay),

Pi = I = KGR = KGGT + KRG

(39)

— estimation et covariance corrigées :
-, oy 74 12
T/k = Tk, Pk/k =P

La démonstration de ces relations est immédiate & partir de la relation (11). Il vient, compte
tenu du partitionnement des matrices C, et Ry, :

Pii= P+ ) GHR) TG
i=1
d’ou ’on peut tirer la formule de récurrence :

(P =F) TGN RY) G = {1, v

avec P]? = Pk/k—l et Pk'; = Pk:/k:
L’utilisation du lemme d’inversion matricielle conduit & la forme analogue a (9) :

Pi= P~ PO (S CLR (40)

ou X¢ est définie en (39). La derniére relation de (39) correspond a la forme de Joseph de (40).

Cet algorithme permet une réduction notable du volume des calculs (notamment par I'inver-
sion de matrices de dimensions plus petites). Une économie supplémentaire en temps de calcul
peut étre réalisée dans le cas ot Ry est réguliére. En effet, nous avons vu que, dans ce cas, la
valeur corrigée est donnée par :

Tyl = Tpjp— + Pk/kaTR;;l(yk — Crri—1),
et on peut éliminer de I’algorithme de traitement séquentiel toutes les estimations intermédiaires
#i={1,...,v}
D’autre part, dans le cas ou Ry n’est pas diagonale, cet algorithme est utilisable moyen-

nant un changement de variables de mesures. Dans le cas ou Ry est réguliére, ’algorithme de
Cholewski (annexe C) permet de la factoriser sous la forme :

T
Ry, =T, T,
ou T}, est une matrice triangulaire inférieure. Le changement de variables sur la sortie :
* Tfl
Y = Ly Yk,
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conduit a I’équation de sortie :
* * *
yk — Ckxk + Uk,

ott Cf =T,/ 'Cy, et vj = T, 'vy. La covariance des bruits sur cette sortie devient :
Ry =E{vjo;"} = T, ' Re(T}) ' = 1,

qui est une matrice diagonale.
Nous venons de montrer que I'on peut se ramener a une matrice diagonale, on peut donc
toujours aboutir a un traitement séquentiel ne nécessitant que I'inversion de scalaires.

3.3 Amélioration des performances

L’une des principales difficultés de la mise en ceuvre du filtre de Kalman réside dans la
résolution de I’équation de Riccati donnant les matrices de covariance. Ce traitement implique
de nombreuses opérations arithmétiques qui peuvent entrainer, par erreur d’arrondis, la non
positivité ou la non symétrie de ces matrices. L’amélioration de ces calculs peut se faire en
déterminant des formes factorisées des matrices de covariance ou bien en diminuant le nombre
de calculs. Le premier point de vue conduit aux algorithmes & factorisations et le deuxiéme
aux algorithmes de filtrage rapide. Dans cette partie, nous allons regarder successivement les
principes de base de chacun de ces deux types de méthode en notant qu’elles ont pour objet,
essentiellement, I’amélioration de la résolution d’une équation de Riccati discréete.

3.3.1 Algorithmes a factorisations

Parmi cette classe de méthodes, dont le principe de base consiste & décomposer la matrice
de covariance de 'erreur d’estimation, on peut distinguer les algorithmes de type RC (racine
carrée) et ceux de type UD (basés sur la factorisation UDU? d’une matrice symétrique [22]).
Nous n’aborderons ici que le principe des algorithmes RC ceux de type UD pouvant étre traités
de maniére similaire.

Les matrices de covariance Py i, et P11/, sont factorisées sous la forme racine carrée :

/2 5T)2
By = Pk/kplc/k )

_ pl/2 T/2
P/ = Pk+1/kPk+1/k7

ott PT/2 représente (PY/?)T et P'/2 une racine carrée de P, dont une méthode de calcul est
donnée dans I'annexe C. Le filtre de Kalman sera alors réalisé a partir des évolutions des

maftrices € . S agl onc de remplacer 1 equation de correction de la covariance :
trices P77 et P/}, Tl s'agit donc d lacer 'équation d tion de 1 i

Py = Pyjp—1 — Pk/k—lc’gzlzlckpk/kfly

(41)
Y = Ry + C Py CF,

par un algorithme ne faisant intervenir que Pk1 //,f et Pk1 ﬁ Ik
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Soient les matrices :

T/2
=il (12)
5% = [Ri+ FLE,
la relation (41) se met sous la forme :
1/2 pT/2 1/2 ~T/25—1/2 T/2
Plc//kPk//k - Pk://k:—l[l — IvXy / 2 / Fl?]Pk//k:fl‘ (43)
L’utilisation du lemme de factorisation matricielle (10) permet d’écrire :
1/2 1/2 ~T/2 , ~15—1/2
Pk//k = Plc//k—l[[ — Ik, / ¢klzk / FI;F]’
ou :
U =1+ (-5, PELRS)2,
En tenant compte de la relation (42), il vient :
o= T (S PR - S R
ce qui fournit I’étape de correction sous forme RC :
1/2 1/2 ~T/2 x21/2 1/2\—
Pk//k = Pk//k—l[] — FipX, / (Zk/ + Rk/ ) 1FkT] (44)
L’étape de prédiction :
Py = AP AL + GLQiGY, (45)

peut également étre mise sous la méme forme. En introduisant les matrices suivantes :

1/2 1/2
M= AkPk/k’ (46)
_oa12 -1/2
Bk: — Mk Gka ’

I'équation (45) s’écrit sous la forme :
Pijir1 = M?[1 + By BF M2,

Par I’application du lemme de factorisation matricielle (annexe C), on obtient directement
I’étape de prédiction sous la forme RC :
1/2 1/2 -
Pk//k+1 = Mk/ [+ Bk¢leg]a (47)
oty = I + (I + BF By)Y/2.
Les algorithmes basés sur les formules (44) et (47) sont respectivement appelés algorithmes
d’Andrews et de Dyer-Mc Reynolds et demandent la décomposition de Cholewski (annexe C)

des matrices Ry, Ry + F Fy, Qk, I + Bf By et l'inversion des matrices triangulaires E,i/ 2,

[S1/2 4+ RI?] et des matrices M2, et 1),
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3.3.2 Algorithmes de filtrage rapide

Les équations de filtrage rapide sont obtenues en exprimant les équations du filtre de Kal-
man, que nous rappelons ici :

Ky = Py1CLS
Yy = Rip+ CpPyy1CY,
Povi = ArPipa AL + GrQiGE
_AkPk/k—lcg(Rk + ClcPk/k—lcg)_lckPk/k—lAzu

en fonction des incréments de la matrice de covariance :
0P, = Pry1jk — Prjr—1.

Les équations obtenues, que nous ne démontrerons pas, sont dites équations de Chandrase-
khar et peuvent étre résumées sous la forme de I'algorithme suivant :
— condition initiale : a partir de la factorisation de d P sous la forme :

6Py = LoMyL{,

ou Ly € R”** M, € R*** «a = rang 0 F;
— pour k € N, la décomposition 6P, = Ly ML} est mise & jour par les étapes :

— calcul de :
Yhi1 = Xy + CLoPCT

— calcul de Ly, et My, al’aide de deux types d’expressions équivalentes :

M1 = My, — My LT CI'S; O L My,
L1 = [Ar — KpCy] Ly,

Liy1 = [Ax — K1 Cy) Ly

Cet algorithme permet donc de calculer, par récurrence, l'incrément a apporter a chaque
itération d’un filtre de Kalman. Le nombre des équations & résoudre, malgré leur non linéarité,
est nettement moins élevé que un algorithme de filtrage usuel.

{ Mys1 = My — My LTCTS . Cp L My,

4 Applications du filtrage

Le filtre de Kalman (continu ou discret) est utilisé fréquemment dans de nombreuses ap-
plications pratiques. Nous allons détailler, dans cette partie, quelques principes d’application
du filtre de Kalman en commande optimale, identification ou lissage de processus. D’autres
exemples d’applications sont proposés dans [8, 14].
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4.1 Commande optimale stochastique

L’estimation statistique de I’état d’un systéme est généralement effectuée dans le but de
réaliser une commande par retour d’état. Dans un cadre déterministe, la notion de régulateur-
observateur permet de générer une commande & partir de ’état reconstruit [16]. Dans un cadre
stochastique, le principe de séparation indique que cette approche est également valide. En
effet, le résultat suivant, que nous ne démontrerons pas, montre que la commande optimale
d’un systéme stochastique est obtenue en construisant la commande optimale obtenue sur le
systéme déterministe associé a l’aide de 1'état estimé a partir d’un filtre de Kalman [17].

Considérons le systéme continu stochastique :

(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + G(t)w(t),

y(t) = C)x(t) + v(?),
ou les notations sont définies en (24). Rappelons que w(t) et v(t) sont des vecteurs aléatoires
centrés, de matrices de covariance :

E{w(t)w" (')} = Q(t)d¢—v,
E{u(t)oT ()} = R(t)dr_y,
E{v(t)oT()} = 0.

Le probléme d’optimisation stochastique consiste & chercher la commande optimale mini-
misant le critere :

J=E {xT(tf)Stfx(tf) + / f(xT(t)M(t)x(t) + uT(t)N(t)u(t))dt} :

to

Dans le cas d'un systéeme ot I’état est completement accessible, la commande optimale a la

forme usuelle :
w(t) = =N"1(t) BT (1) P(t)x(t),

ou P(t) est solution de I’équation de Riccati :
P(t) = —AT(t)P(t) — P(t)A(t) — M(t) + P()B&)N ' (t) B (t) P(t), (48)

avec P(ty) = —S;,. Par contre, dans le cas ou seule la sortie est accessible (systémes a état non
complétement accessible), la commande optimale s’écrit sous la forme :

a(t) = =NTHO) BT (t) P(t)i(t),

ou P(t) est définie par 'équation de Riccati (48) et Z(t) est 'estimation optimale de x(¢)
obtenue a ’aide du filtre de Kalman continu :

(1) = A@t)a(t) + B(t)a* (t) + (OCTR() " y(t) — C(O)@(1)],
ot X(t) est solution de I'équation de Riccati :

B(t) = A(DS(t) + (AT (1) + GHQMGT (1) = T)CT (R C(H)Z(8),
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avec E(to) = E{(I(to) — mo)(l’(to) — mo)T} et moy = E{(I(to)}

Ces différentes relations [4] constituent le principe de séparation : si la commande et ’ob-
servateur sont calculés séparément, mais de facon optimale, alors I’ensemble, réuni dans une
structure de commande de type régulateur-observateur, sera également optimal. Il faudra ce-
pendant faire attention & la robustesse du controleur réalisé qui n’est pas garantie [5]. Les
relations ont été établies dans un cadre continu mais peuvent bien str 1’étre dans un cadre
discret.

4.2 Lissage
4.2.1 Principe du lissage

A partir d’'un ensemble de mesures sur [tg, x|, il s’agit d’estimer 1'état x d’un systéme a
I'instant ¢, ty < t < tp. Le principe du lissage [11] consiste a déterminer deux estimations de la
méme grandeur : Z4(t), & partir des informations passées (mesures réalisées avant t) et Zg(t),
a partir des informations futures (mesures réalisées aprés ¢). Puis on réalise une moyenne 2 (¢)
entre ces deux estimations, sous la forme :

2r(t) = PL(Py'2a(t) + Pglir(t)), (49)

ou P, = (Py'+ Pp')™, Py est la matrice de covariance d’erreur d’estimation obtenue par
le filtrage “Aller” a t, et Pg est celle obtenue par le filtrage “Retour”. La formule (49) peut
étre interprétée immédiatement. En effet, les matrices de covariance d’erreur représentant la
précision avec laquelle est connue 'estimation (lorsque || P || diminue, la précision augmente),
et il est naturel de prendre comme valeur lissée une pondération, a ’aide des matrices de cova-
riance, de chacune des estimations obtenues. Ce qu’il faut noter ici, c’est que cette pondération
est optimale. En effet, on cherche 'estimation d’une variable x(t) & partir :

— d’une condition initiale & 4(t) de variance P4 ;

— d’une mesure Zg(t) de variance Pkg.

Comme tout se déroule au méme instant, on peut considérer que x(t) est un systéme formel
indépendant du tempsdont le fonctionnement est défini par les matrices suivantes :

Ay =1, B, =0, Cy =1, Ry = Pp, Pyjr—1 = Py,

et 'application d’un filtre de Kalman sur ce systéme conduit, suivant les formules (4), (11) et
(13) aux expressions :
— covariance de 'erreur d’estimation (P, = Pr) :

Pl =Pl PRl
— gain du filtre optimal :
K = P Pyl
— estimation optimale :
Br(t) = Za(t) + K(2g(t) — 2a(t)),
= [I — PoPR'12a(t) + PLPR iR(t),
Pr(Pytea(t) + Pglag(t)),
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qui justifient la formule de lissage (49).

4.2.2 Equations du filtre lisseur

Nous établirons, pour étre plus brefs, les équations du filtre lisseur dans le cas d’un systéme
continu, la transposition au cas d’un systéme discret étant immeédiate. Considérons le systeme
continu :

&(t) = Az(t) + Bu(t) + Gw(t),
y(t) = Cu(t) + (1),

ot les notations sont définies en (24). Nous rappelons simplement ici que le vecteur initial x(0)
a pour moyenne a priori mg et pour covariance centrée a priori P,. Les bruits v(t) et w(t)
sont, centrés, non corrélés et de covariances respectives R et (). Les matrices peuvent dépendre
éventuellement du temps mais cette extension n’offre pas de difficulté particuliére et 'argument
t est ici omis. On suppose donc que 1’on connait y(t) pour ¢ € [0, 7] et on désire construire un
filtre lisseur décrivant 1’évolution de 'estimation lissée 2 (t) et la matrice de covariance d’erreur
de lissage Pp(t), pour ¢ € [0,T].

(50)

Filtres “Aller” et “Retour” Le filtre “Aller” est le filtre de Kalman continu associé au
systéme (50). Ce filtre décrit I’évolution de Z4(t) et Pa4(t) sous la forme des équations :

Talt) = AZa(t) + Bu(t) + Pa(t)CT R y(t) — Caa(t)],

Pu(t) = APu(t) + Py(t)AT + GQGT — Py(t)CTRICPA(2), 51

a partir des conditions initiales, Z4(0) = mg et P4(0) = F.
Pour obtenir le filtre “Retour”, le changement de variable, ¢ = T — t, conduit a I’équation
d’évolution rétrograde du systéme (50) :

d:v(t/) - / /
T —Az(t") — Bu(t) — Gw(t'),

y(t') = Cx(t') + v(t').

(52)

Comme la covariance des bruits est inchangée par cette transformation, le filtre de Kalman
continu sur (52) conduit aux équations d’évolution de Zg(t') et Pr(t’) :

VRlL) —  Abalt) — Bult) + Palt)C R y(?) ~ Cinlt),
deLtEt/) = —APg(t') — Pr(t) AT + GQGT — Pr(t)CTRCPR(t).

Le filtre “Retour” est obtenu en revenant a la variable ¢, ce qui donne :

ir(t) = AZp(t) + Bu(t) — Pr(t)CTRY[y(t) — Cin(t)], (53)
Pi(t) = APg(t) + Pr(t) AT — GQGT + Pr(t)CTRC Px(t),

qui doivent étre intégrées a rebours, a partir des conditions finales Zr(T") et Pr(T).
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Evolution de la covariance d’erreur de lissage L’utilisation de la relation :
(P-1) = —P'PpP!, (54)
permet d’écrire, a partir de (51) et (53) :

(Pi'(1)) = —Pi'()A - AP, (1) - Py (DGQGT P (1) + CTRTIC, 55
(PFi(t)) = —Ppl(t)A— ATP;\(t) + PR (1) GQGT PRl (t) — CTRIC.

On obtient donc, d’apres (55) :

(PLU(1) = —P()[A+GQGTP\(1)]
—[A+GQGTP* TP (t) + P H)GQGT P ().

Py (t) est donc défini par 1’équation différentielle linéaire :

(Pr(t) = [A+GQGTPIM (1) PL(1)
+PL(H)[A + GQGT P ()] — GQGT,

avec Pp(T) = P4(T) comme condition terminale.

Evolution de I’état lissé A partir de la relation (49), on obtient :

2(t) = P[Py (0)Ea(t) + Pg'(t)Er(t)]
+ P[P (E)2a(t) + (PR (6)2r(t) + Py (03 () + PR (D)3r(t)].

En utilisant les relations précédentes, cela s’écrit, aprés quelques simplifications, sous la
forme :

Zp(t) = Adp(t) + Bu(t) + GQGT P (1) i1 (t) — 2a(2)], (56)

avec xr(T) = xa(T).
Ainsi le lissage, dans sa version continue, peut étre obtenu par :
— un filtrage “Aller” a partir de la condition initiale mg, Py. On en déduit alors & 4(t), Pa(t)
pour tout ¢ dans [0, 77, en particulier les valeurs finales Z4(7") et Ps(T');
— un lissage “Retour” a partir de ces valeurs finales, sur tout I'intervalle [0, T] par intégration
a rebours du systéme (56).
La version discréte, basée sur des équations de récurrence, conduit & une formulation ana-
logue.

4.3 Identification

Le filtrage permettant d’estimer des variables dynamiques & partir d’'un ensemble de me-
sures, il est naturel qu'un des principaux domaines d’application du filtre de Kalman soit aussi
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Pestimation de paramétres du systéme. Ainsi le filtre de Kalman peut étre utilisé en identi-
fication ou en commande adaptative. En tant que méthode d’identification nous verrons que
I'utilisation du filtre de Kalman peut se faire directement & partir d’une régression linéaire ou
bien sous la forme filtre en utilisant la notion de processus d’innovation. Dans ce paragraphe
nous ne ferons qu’ébaucher ce type d’applications en renvoyant a [18, 23] pour des plus amples
détails.

4.3.1 Estimation de paramétres

De nombreuses méthodes d’identification conduisent & exprimer la relation entre les para-
métres inconnus du systéme et les mesures, sous la forme d’une régression linéaire :

Y = CrOp + li, (57)

ol Oy est le vecteur des parameétres a estimer, y;. et C} sont un vecteur et une matrice issus
des mesures et [}, est un bruit (ou erreur) d’équation.

Si I’on suppose que la séquence {lj.} est la réalisation d’une variable aléatoire centrée dont on
connait la variance X, on peut, en considérant les paramétres a déterminer comme constants,
résoudre ce probléme de facon récurrente par un filtre de Kalman. En effet, les parameétres
constants sont décrits par ’équation d’état :

@k+1 = @k7 (58)
ce qui, associé a I’équation de mesure (57) conduit au filtre estimateur optimal des parameétres :

Ori1 = O + Ki(yx — CrOp),
Pry1 = Py — KyCL Py

dont les expressions sont & rapprocher des formules de moindres carrés récurrents.

Cette méthode peut également étre employée (contrairement aux moindres carrés récursifs)
dans des cas plus généraux comme, par exemple, les systémes non stationnaires ou les para-
metres dépendent du temps. L’équation (58) est alors remplacée par I’équation d’évolution :

Op41 = Ok + wy,

ol wy, est un bruit blanc.

Dans le cas ou lon ne peut pas se ramener a la forme (57) (par exemple dans le cas modeéle
a régression non linéaire ou lorsque 1’on procéde a ’estimation simultanée de paramétres et de
I'état d’un systéme), on utilise le filtre de Kalman étendu qui est une extension aux systémes
non-linéaires du filtre de Kalman. Le principe du filtre étendu consiste & appliquer un filtrage
linéaire sur le systéme non-linéaire, linéarisé autour d’un point de fonctionnement (avec toutes
les réserves sur les limites de validité que cela comporte).

Considérons le systéme défini par ’équation d’état :

Tr1 = A(@)l‘k —+ B(@)Uk + Gy,

59
yr = C(O)zy, + vg, (59)
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ou A, B,C sont des matrices dépendant de parameétres regroupés dans le vecteur O, et 'on
veut, dans un méme filtre, estimer simultanément I’état =, et ©. On construit le vecteur d’état
augmenté :

ol Oy, est défini par I’équation (58). Il est évident que le systéme décrivant Xy est non-linéaire.
Aprés linéarisation, un filtre de Kalman peut permettre d’estimer correctement toutes les va-
riables.

4.3.2 Forme filtre

L’innovation est la différence, non prévisible, entre la mesure réalisée a un instant donné
et la prédiction optimale de cette mesure, compte tenu des informations passées. Elle a pour
expression, suivant les formes obtenues dans le filtre de Kalman :

— pour le cas continu :

— pour le cas discret :
Uk =Yk — Cpyr-1, (60)
Dans le cas discret stationnaire, I’évolution de la valeur filtrée est donnée par :

Tpqi/k = AZpp—1 + Buy, + K, (61)

ou K est la valeur limite du gain optimal.

Si le filtre est optimal, 7, possede la propriété d’étre une séquence blanche, en effet, Z;
et wy sont orthogonaux a toutes les mesures de yp & yx_;1. Suivant les équations (60) et (61),
que l'on peut mettre sous la forme (en posant I =X kil)

Xpr1 = AXy + Buy, + Ky,
Y = C Xy + Uk,

on montre que la sortie du systéme initial, sur lequel intervenait un bruit d’entrée et un bruit
de mesure, peut étre considérée comme la sortie d'un systeme d’état X perturbé par une
seule séquence blanche de dimension inférieure aux séquences aléatoires {w}, v{} initiales. On
a donc intérét a chercher directement une modélisation d'un systéme sous la forme filtre (62)
ou processus d’innovation. L’autre intérét de considérer cette forme est de pouvoir déterminer
directement K, gain limite optimal du filtre de Kalman du systeme.

Si l'on prend la transformée en z du processus d’innovation (62), il vient :

X(2) = (21 — A)7YBU(2) + KY (2)],

(62)

soit :
Y(2) = [C(z] — A)'BJU(2) + [ + C(2I — A K]Y (2).

On reconnait alors un modéle ARMAX de la forme :
A(2)Y (z) = B(2)U(2) + C(z)f/(z), (63)

dont on peut déterminer les paramétres par des méthodes usuelles d’identification [18].
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5 Annexe A : Estimation optimale

Nous décrivons, dans cette partie, quelques principes de base de la théorie de I’estimation
d’une variable aléatoire par la mesure ou I'observation d’une autre variable aléatoire. De fagon
générale, les variables considérées sont vectorielles et nous distinguerons la variable aléatoire
(en lettre capitale) de sa réalisation (en lettre minuscule).

D’autre part pour une variable aléatoire X, nous noterons par fx(x) sa densité de proba-
bilité, et pour tout couple de variables aléatoires (X,Y), fx,v(z,y) et fxy(x,y) désigneront
respectivement les densités de probabilité conditionnelles et conjointes de X et Y. Ces densités
sonr reliées par le théoréme de Bayes :

fxy(@,y) = fxv (@ y) fy W) = fryx(x,9) fx(@).

L’estimation optimale consiste & réaliser une estimation ponctuelle par I'optimisation d'un
critere. Nous allons en décrire ici essentiellement deux : ’estimation au maximum de vraisem-
blance et 'estimation au sens des moindres carrés, cette derniére conduisant & l’estimation
linéaire sous la forme du filtre de Kalman dont une démonstration est proposée & I’annnexe B.

5.1 Estimateur du maximum de vraisemblance

Pour une variable aléatoire X dont la densité de probabilité, fx(x), est unimodale, la valeur
la plus probable (c’est-a-dire vraisemblable), x,, est celle correspodant au maximum de cette

densité, soit :
d
My = arg, {M = O} .
dzx

Lorsque 'on dispose de données mesurées qui dépendent d’une variable # que 1’on cherche
a estimer :

z = ¢(0),
I'utilisation du principe précédent indique que la valeur la plus probable de 6, soit @MV, est celle
qui posséde le plus de probabilité d’avoir produit le z que I'on observe. Ainsi, & partir de la
densité de probabilité conditionnelle fz/6(2,0), appelée fonction de vraisemblance lorsqu’elle
est considérée comme une fonction de 0, on a :

Orrv = argg max fz/0(2,0).

Quand la fonction de vraisemblance est différentiable et que le maximum est & l'intérieur
du domaine admissible, 'expression précédente peut étre réécrite sous la forme :

. 0 z,0
thiv = argy {%() = O} .

Comme la fonction logarithme est srictement croissante et qu'une densité de probabilité est
strictement positive, il est équivalent de maximiser fz/o(2,6) ou log fz/e(z,0), appelée fonction
de log-vraisemblance. On obtient dans ce cas :

ologfz/6(z,0) _ O} ‘

20 (64)

éMV = argy {
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L’utilité de considérer la fonction de log-vraisemblance réside dans le fait que de nombreuses
variables aléatoires, notamment des variables gaussiennes, ont des densités de probabilité, donc
des fonctions de vraisemblance potentielles, qui mettent en ceuvre des exponentielles.

Remarquons enfin qu’a ’aide du théoréme de Bayes on peut écrire :

2,0
fzje(z,0) = 7102}2((9’) >,

ou fze(z,0) est la densité de probabilité conjointe des variables aléatoires Z et © et fo(6) est
la densité de probabilité marginale de ©. On obtient ainsi :

810gfz/@<2, (9) 1 8f27@(,2, 9) 1 8f@(9)

B Jze(=0 9 Jed) 90
ce qui permet d’écrire que, lorsque 1'écriture (64) est valide, Onrv est solution de I’équation :

dfze(z,0) 5fe(9)'

o0~ Jze(50) =5,

5.2 Estimation au sens des moindres carrés

Soient, X et Y des vecteurs aléatoires liés. On peut s’attendre a ce que le fait d’observer
une valeur y pour Y puisse apporter une information sur la valeur correspondante (mais non
mesurée) x de X. De facon plus précise, en sachant que Y prend la valeur y, I'estimation au sens
des moindres carrés I est celle qui minimisera, parmi tous les vecteurs z de méme dimension,
I’espérance conditionnelle :

E{IX = 2|*/Y =y} = B{[X — ]"[X — 2]/Y = y}. (65)

Cette estimation , qui minimise une mesure d’incertitude, est également appelée estimation
au sens du minimum de variance. L’utilisation de la propriété de linéarité de E{.} conduit a
écrire le critére & minimiser sous la forme :

BIX - sP/Y =y} = B{XTX 27X +272)Y =y},
= B{XTX/)Y =y} - 2:"E{X/Y =y} + 272,
= B{X'X/Y =y} - [E{X/Y = y}|* + Iz - B{X/Y = y}|]*.

Comme seul le dernier terme dépend de z, le minimum de cette expression est obtenu pour :
z=1=E{X/Y =y} (66)

Ainsi estimation au sens des moindres carrés est ’espérance conditionnelle de X sachant
que Y prend la valeur y, et elle est donnée par :

+00 +0o0
T = / zfxy(z,y)de = / x%{;’)y) dx.
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Il est nécessaire de remarquer que l'estimation optimale & (66) dépend de la valeur de v,
ainsi & peut étre considérée comme la réalisation d’une variable aléatoire pour une valeur y
donnée, sous la forme & = X (y). L’estimateur au sens des moindres carrés est donc le vecteur
aléatoire X =E{X/Y},qui réalise cette opération. Par construction, pour toute fonction g du
vecteur aléatoire Y, on a :

E{|IX = XW)IP/Y =y} SE{IX —gM)|*/Y = y}. (67)
Si 'on tient compte de I’égalité suivante :

[ Remipwa=si, (69)

o0

la relation (67) s’écrit sous la forme :

E{|X - X(V)|*} <E{|X —g()]*}. (69)
Ainsi, X possede la proprieté de minimiser E{||X — ¢(Y)||> pour toute fonction ¢ de Y.
Dans le cas sans contrainte on peut construire X en déterminant 7 pour chaque y. Lorsque on
impose des contraintes sur la structure de X , par exemple étre linéaire, cette démarche n’est
plus valable et il peut exister des cas ou I'inégalité (69) n’est plus vérifiée. Nous verrons dans la
suite la construction d’un estimateur optimal linéaire et que dans le cas de vecteurs aléatoires
gaussiens ’estimateur optimal est linéaire.

5.3 Estimation linéaire

Supposons connues les propriétés statistiques des vecteurs aléatoires X et Y :
— moyennes :
E{X} =mx, E{Y} = my; (70)
— matrices de covariance :
E{(X —mx)(X —mx)"} = Pxx,
E{(X —mx)(Y —my)"} = Pxy, (71)
E{(Y — my)(Y — my)T} = Pyy.

Dans ces relations, X — myxy = X¢ et Y — my = Y représentent les vecteurs aléatoires
centrés. On cherche ici a construire ’estimateur linéaire optimal :

X =AY + B,, (72)
minimisant la variance de l'erreur d’estimation :
E{|X - AY - B|I*}.
En développant le deuxiéme terme de l'identité :

E{||X — AY — B|*} = trace E{[X¢ — AYy — B¢ [X¢ — AYe — Be|'},
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ou Bc = B — m, + Amy, il vient :
E{||X — AY — B|*} = trace [Pxx — Pxy A" — APL, + AP,y A”] + || Bo|*. (73)

Lorsque Pyy est réguliére, 'utilisation de 1’égalité suivante :

Pxx — Pxy AT — APL, + AP,y AT =
Pxx — PxyPyyPyy + [A— PxyPyy|Pyy[A— Pxy Pyl

conduit, & écrire (73) sous la forme :

E{HX — AY — B||2} = trace[PXX — nyP;XI/P)Igy] + ||Bc||2 +
trace([A — Pxy Pyy|Pyy[A — Pxy Poy]"). (74)

Cette expression est minimale, si 'on a :

A = A, = PxyPyy,

B = BO =mx — nyP;}l/my.
Dans ce cas, 'estimateur linéaire optimal se met sous la forme :
X =myx + Pxy Py (Y —my), (75)

ou Pyy et Pyy sont les matrices de covariance des variables centrées définies en (71). La matrice
de covariance de 'erreur de d’estimation est alors, d’apres (74) :

E{[X — X][X — X]"} = Pxx — Pxy PyyPxy. (76)

L’estimateur linéaire (75), qui minimise a priori la variance d’erreur, posséde les proprietés
suivantes :
— il est sans biais. (75) conduit directement 3 E{X — X} = 0. Il est & noter que ceci reste
vrai pour tout estimateur de la forme myx + A(Y — my ) avec A quelconque;
— DPerreur d’estimation et la mesure sont non corrélées (cela constitue le principe d’ortho-
gonalité) :
B{(X -~ X)YT} = E{(X - )V - my)"),
— E{[Xc - Py BYelv 2, (77)
= Pxy — PxyPyy-Pyy = 0.

De facon plus générale, I'erreur d’estimation est non corrélée avec toute fonction linéaire
de Y, donc en particulier X.
Il est possible de montrer également que si un estimateur linéaire vérifie ces deux propriétés
alors il minimise la variance d’erreur et on retrouve (75). Les relations que 1’on vient d’obtenir
seront utilisées pour établir les expressions du filtrage linéaire.
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5.4 Estimateur optimal de variables gaussiennes

Nous allons montrer que, dans le cas particulier important de vecteurs, X et Y, aléatoires
gaussiens, 'estimateur optimal est linéaire. Il sera donc de la forme (75).

Un vecteur aléatoire Z de dimension n est gaussien (ou normal) si sa densité de probabilité
est de la forme :

1 1
fz(z) = x| i) P [—5(3 —m)' P~z —m)], (78)

ou m et P sont des vecteur et matrice de dimensions convenables et | P| désigné le déterminant
de P. On peut montrer que m représente la moyenne de 7, E{Z} = m, et P la matrice de
covariance de la variable aléatoire centrée, Z —m, E{(Z —m)(Z—m)*} = P. Dans ce qui suit, la
notation N (m, P) indiquera une variable aléatoire gaussienne qui suit une loi normale dont la
densité de probabilité est de la forme (78). L’'importance des variables gaussiennes réside dans le
théoréme central limite qui montre qu’elles permettent de modéliser de nombreux phénomeénes
aléatoires naturels.

Dans le cas ou X et Y sont gaussiens, nous allons déterminer la forme de l’estimateur
X = E{X/Y} minimisant la variance d’erreur a posteriori (65).

Posons les notations suivantes :

X mx Pxx Pxy
=[]l e[ R

oumy, my, Pxx, Pxy, et Pyy sont définies en (70) et (71), et calculons la densité de probabilité
fx/v(x,y). Suivant la loi de Bayes étendue aux vecteurs aléatoires, on a :

Fxpy (@) = f2(2) [y (w)]

Or Z et Y sont de la forme N (m, P) et N (my, Pyy), ce qui donne, avec p = dim X et P!
décomposée sous la forme :
pl_ { Sxx Sxy 1
Sxy Syy |’
la densité de probabilité :

B ‘PYY‘1/2
fxy(@,y) = CLERED)
1 7| Sxx Sxy
exp {—2(2 —m) { ST Syy — Pl (z—m)p. (79)
L’utilisation de la formule d’inversion d’une matrice par blocs, conduit a :
Sxx = Ail,
Sxy = —A_lpxypﬁlu

Syy = Pyy + Py Pxy A Pxy Py,
A = Pxx— PxyPyyPhy.
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Ainsi, Pargument de I'exponentielle dans (79) se met sous la forme :

1
—5[96 —mx — Pxy Pyy(y — my)]" A7 o — mx — Pxy Pyy (y — my)], (80)

et, comme de plus [P| = [Pyy[|A[, on tire, de (79) et (80), la conclusion que E(X/Y’) est un
vecteur aléatoire gaussien N'(m, + Pxy Pyy-(y — my), A). L’estimateur optimal X = E(X/Y)
est donc linéaire et I’on retrouve (75) sous la forme :

X = PXYP;%/Y + [mX — nyP;{l/my],

associé a la variance d’erreur minimale a posteriori (76).

5.5 Estimation récursive

Soient Y et Z, deux vecteurs aléatoires. L’estimateur linéaire optimal d’un vecteur aléatoire
X, a partir de Y et Z, s’écrit d’apres (75) :

E{X/W} = mx + Pxw Py (W — mw), (81)
ou WT = [YT  ZT] et m};, = [mL, m%]. Dans le cas ou Y et Z sont non corrélés, on a :

Pxw = [Pxy, Pxz],

[Py 0
PWW_[O PZZ:|’

et il vient :
E{X/W} =mx + Pxy Pyy(Y —my) + PxzP,;(Z —my).
Soient : .
Xy = E{X/Y} =mx + Pxy Pyy(Y — my),
Xy =X~ Xy,
alors :

E{X,y/Z} = E{X/Z} — mx — Pxy Py B{(Y —my)/Z}.
Or, Y et Z sont supposées non corrélés, donc l'estimateur (81) devient :
X/Y,Z = X/Y + E{X/y/Z}
La matrice de covariance d’erreur est donnée, d’apres (76), par :

—1 pT —1pT —1pT
Pxx — PXYPYllfPXY — PxzPy;Pxy; = PX/Y,X/Y - PX/Y,ZPZZPX/Y,Zv
Dans le cas ol Y et Z sont corrélées on se raméne au cas précédent par 'intermédiaire de

la variable : )
Zyy =2 — E{Z/Y},
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qui est non corrélée avec Y (cf. (77)), et 'on a :
E{X/W} = E{X)y, Zv).
Ainsi I'estimateur linéaire optimal prend la forme :
E{X/W} = Xy + E{X)y/Z},

ou Xy = E{X/Y}, et Xy = X — X)y.
La matrice de covariance de l’erreur de ’estimation est alors, dans ce cas, égale a :

-1 T
PX/Y,X/Y - PX/Y,Z/YPZ/KZ/YPX/KZ/Y' (82)
De ces considérations on peut tirer la détermination de ’estimateur linéaire optimal récur-
sif d'un vecteur aléatoire X & partir d’une suite de vecteurs aléatoires Y1, Ya, ..., Yiy1. Cet
estimateur noté X, est donné d’aprés ce qui précede par :
X/lc+1 = X/k + E{X/k/ffkﬂ/k}, (83)
ou :

Xp=X—Xp=X-E{X/V1,..., Y},
Y}H—l/k = Yk+1 - E{Yk+1/}/1, R ,Yk}
D’apres (82),la matrice de covariance de 'erreur d’estimation X /k+1 est donnée par :

—P P!

5 o . - PL . 84
XYtk Yir1/kYesi/k X/kYrt1/k (84)

Pe o =Pao o
X/kr1X kg1 XXk

6 Annexe B : Démonstration des équations du filtre de
Kalman

Dans toute la suite, pour ne pas allourdir les notations, nous confrondrons les variables
aléatoires et leurs réalisations.
Pour le systéme stochastique (dont nous rappelons les équations pour plus de clarté) :
Tpy1 = Ay, + Brug + Grwy,
yr = Crrg + vy,

Pentrée wuy, ainsi que les matrices Ay, By, G, C}. sont des grandeurs certaines. L’état initial xq
est non corrélé avec les bruits de sortie (vy) et de dynamique (wy) qui sont connus par :

E{xo} = mo, E{(zg — mg)(zg — mo)’} = B,
E{wi} =0, E{v} =0, E{wkU]T} =0,
E{wyw! } = Qporj, E{vpv] } = Rydy;.
Le probléme du filtre de Kalman est de déterminer I’équation récurrente de l’estimateur
optimal &441/; de 241 & partir de la séquence de sortie Vi = {vo,y1, ...,y }. En utilisant les

principes d’estimation récursive d’une variable aléatoire par un ensemble de variables aléatoires
nous allons établir simplement les relations d’un filtre prédicteur-a-un-pas.
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6.1 Forme prédicteur-a-un-pas

Supposons connus Zy/k—1 = E{xr/Ve-1} et la matrice de covariance Py/,—; de l'erreur
d’estimation Zy/,_1 = T —Zx/k—1. L'utilisation de la formule d’estimation récursive (83) conduit
a écrire :

Trp1/k = Trgr/k—1 + B{Tr1/k—1/Trsn—1},
ou : ~ A
Trr1/k—1 = Thtl — Th+1/k—1,
gk/k—l = Yk — Qk/k—b
= Yr — CrTp/p-1,
= CpZp/p—1 + Vg
D’apres les principes d’estimation linéaire optimale, on a :
E{%r11/k-1/Uk/p—1} = E{ik—f—l/k—lgg/kfl}[E{gk/k—lgg/kfl}]il(?jk/k—l)a
car Tp41/k—1 et Jr/k—1 sont des variables centrées. D’autre part, la matrice P41/, de covariance
de l'erreur d’estimation Ty11/x = Tr4+1 — Tr41/x est donnée, suivant (84), par :
Pk+1/k = E{£k+1/k_1j£+l/k—l} - E{jk+1/k—1gg/k—1}
XEAGrk/i-1Tp 1 1 E@rp 7 kR — 13T
Or, par linéarité de ’estimateur linéaire optimal, il vient :
Trgr/k—1 = ApTrp—1 + Brug,
car yx—1 ne dépend (linéairement) que de z, wy, ..., wWr_s et vi_1, il est donc non corrélé a wy.
Ainsi (71) et (72) conduisent a :
Thya/k—1 = ApTrp—1 + Grwg. (86)
De (85) et (86), on tire les matrices de covariance :
E{fk+1/k71i’£+1/k71} = AkPk/kqu + GrQiGh,
E{jk+1/k71g]7;/k71} = APy CE, (87)
E{ﬂk/k—ﬂ;‘:/k_l} = Cy,Pi/k—1CY + Ry,

La structure récursive du filtre de Kalman prédicteur-a-un pas est donc, en combinant les
relations précédentes :

Try/k = ApZrr—1 + Brug + Ki(ye — Colrji-1), (88)
ou :
Ky = Ay Py i1 CE(CyPrji—1CE + Ry) ™,
Peirji = AuPrjp1 AL + GrQiGY — KCi Py AL

L’initialisation de ces récurrences se fait, pour k = 0, par £y,_1 = mg et Fyy—_1 = F. En
effet, en ’absence du toute information, il est naturel de prendre comme meilleures estimations,
les données statistiques que ’on posseéde sur 1’état initial.

(89)
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6.2 Deécomposition du filtre
Si 'on pose :
Sk = CuPyjk—1CL + R,
Ky = Py O (90)
Tr/e = Trjp—1 + Ki(Ye — Crlpjp—1)-

la derniére étape apparait bien comme une étape de correction compte-tenu des informations
recues a l'instant k. Si 'on note P/, la matrice de covariance de l'erreur d’estimation apres
correction, on obtient :

Pk/k = Pk/kfl — E{jk/kflglz/k_l}K]?
_Kk[E{fk/kflgg/kfl}]T + KkEng

Or T'utilisation de (86), (87) et la non corrélation des bruits de sortie et de dynamique
permet de montrer que :
E{Zt/k-10tm-1} = Prr-1Cy

ce qui conduit & :
P = Prp-1 — KpXeKE,

= Pip1 — Pip1CL S, CrPrjr1, (91)
= [I = KiCi|Pyji—1,

qui termine I’étape de correction.
L’utilisation de (90) et (91) permet de mettre (89) sous la forme d’une étape de prédiction :

L1/ = Arlusk + Brug,
Piyi/k = APy AL + GLQLGY.

L’application de ce filtre en deux parties peut se faire en commencant par 1’étape de pré-
diction ou I’é¢tape de correction. Dans le premier cas l'initialisation se fera par Zo,0 = myg, et
Py = Py, alors que dans le second cas les conditions initiales seront les conditions initiales du
filtre prédicteur-a-un-pas (88).

7 Annexe C : Racine carrée
On désigne par racine carrée d’une matrice A(n X n), toute matrice carrée S de méme taille,
telle que A = SST. S est souvent notée A2, S~let ST sont notées respectivement A~/2, et

AT/2 D’autres formules de calcul matriciel et factorisations de matrices utiles peuvent étre
trouvées dans [22].
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7.1 Lemme de factorisation matricielle

Théoréme 2 Pour toute matrice A(n,p), on peut factoriser la matrice (I, — AAT) sous la

forme :
(I, — AAT) = (I, — AU ATY(I,, — AUTAT)T, (92)

avec U = I, + (I, — ATA)Y/2,
Pour montrer ce résultat, il suffit de remarquer que le développement de(92) donne :
ANT = AU+ 0T — U IATAT AT, (93)
Soient D = (I, — ATA)Y? et ¥ = I, + D, on obtient les relations suivantes :
DDT =1, — ATA,

U4+ 0T — ATA I,+ D+ D" + DD,

= (Ip + D)(Ip + D)T;
ce qui conduit & :
Ut IATAY T =
et 'identité (93) est vérifice.
Une forme équivalente de ce théoréeme est :

I, + AANT = (I, + AU AT (1, + AUTTATHT,

avec U = [, + (I, + ATA)Y2.

7.2 Décomposition de Cholewsky

La décomposition de Cholewsky permet de factoriser une matrice symétrique définie positive

P(q x q) sous la forme :
P=T/T},

ou 77 est une matrice triangulaire inférieure d’ordre q.

Cette décomposition permet donc de déterminer une racine carrée d’une matrice symétrique,
sous forme triangulaire inférieure. Un algorithme dual permettrait également de trouver une
racine carrée sous la forme triangulaire supérieure. Les coefficients t;; de 17 sont obtenus en
écrivant les relations :

Vie{l,...,q}, pi= 2221 t?lm

Vi € {1, ... ,q}, VJ < {1, . ,i — 1}, Dij = Zi:l tiktjk, (94)
ou: P = [pij:| il » LT = |:tij:| ill,...q » avec t;; = 0 pour j > .
j—1,...,q j—1,....q

Les égalités (94) permettent donc la détermination des coefficients non nuls de 77 par
I’algorithme suivant :
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P

VP11 ’

1 —
—pourjde2ai—1:¢t;= F[pij - Ztiktjk];
27 k=1

—pouridelaq:ty=

-ty =

Le calcul des coefficients ¢;; de 717 est alors effectué ligne par ligne, de la gauche vers la
droite et de haut en bas.
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