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1 Introduction

Considérer les modeéles de systémes dont les coefficients varient dans le temps revét une importance non
négligeable en pratique. En effet, lorsque par exemple la dérive d’'un composant est connue au cours du fonc-
tionnement, ou lorsque le principe de fonctionnement implique des coefficients & variations périodiques [14], ou
bien lorsque I'on cherche a linéariser un processus non linéaire, non pas autour d’un point de fonctionnement,
mais le long d’une trajectoire, un modeéle linéaire mais a coefficients variables dans le temps peut étre suffisant
pour décrire correctement le comportement observé. Notons d’autre part que le principe du filtrage de Kalman
a été établi en utilisant avec profit une équation d’état dont les parameétres dépendaient du temps [9, 10].

L’ensemble de ces modeéles, dont les coefficients dépendent du temps, que 'on appelle également systémes
non stationnaires ou parfois instationnaires, permettent donc de représenter ou de décrire de nombreux compor-
tements. Dans ce cas il est intéressant de pouvoir disposer de méthodes permettant d’appliquer des techniques
utilisées habituellement sur les systémes linéaires & coefficients constants [11]. Ce sont de telles méthodes que
nous allons voir par la suite, mais auparavant, il y a lieu de passer par quelques considérations relatives a ce
type de modéles.

Nous allons, dans un premier temps, considérer les systémes linéaires & coefficients variables continus, c’est-
a~dire décrits par une relation de convolution entre 1’entrée u(t) et la sortie y(t) (que nous prendrons de mémes
dimensions m) de la forme :

y(t) = / h(t, 7Yu(r) dr. (1)

En dimension finie, ce qui restera le cadre de notre étude, ils sont décrits, en notant D 'opérateur de
dérivation, soit :

: d'y(t)
D'y(t) = -
y(t) = —
par une équation différentielle entrée-sortie :
N—-1 . N—-1 ‘
DYy (t) + Z A;(t)D'y(t) = Z B;(t)D*u(t), (2)
i=0 i=

ou A;(t) et B;(t), pour i =1 a N, sont des matrices (m x m) dont les coefficients sont des fonctions du temps.
On peut également les décrire par une équation d’état x(¢) de dimension n :

i(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), (3)
y(t) = C(t)z(t).

ou A(t), B(t) et C(t) sont des matrices dont les coefficients sont des fonctions du temps ¢, et ont pour dimensions
respectives (n X n), (n X m) et (m x n). Dans toute la suite, nous verrons que ces deux types de modeéles sont
équivalents et nous regarderons les méthodes permettant de passer de I'un a l’autre. Le passage de (2) a (3)
s’appelle la réalisation et celui de (3) a (2) conduit & ’élimination des variables internes regroupées dans le
vecteur état x(t). Dans une autre étape, construire des formes canoniques de 1’équation d’état nous permettra
d’étendre au cas non stationnaire la commande par retour d’état et ’observation.

D’autre part, nous supposerons que toutes les fonctions du temps que nous serons appelés & dériver sont
suffisamment dérivables et tous les résultats que nous obtiendrons seront donc valables “sous réserve de dériva-
bilité”.

Dans une derniére partie, nous considérerons le cas trés important des systémes discrets, dont un cas parti-
culier est constitué par les sytémes continus commandés par calculateur. Comme les méthodes utilisées seront
inspirées de celles utilisées dans le cas continu, nous pourrons étudier les méthodes adaptées a ces modeéles trés
rapidement.
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2 Linéarisation autour d’une trajectoire

La technique de linéarisation, trés employée autour d’un point de fonctionnement, est la principale source de
modeles a parameétres dépendant du temps lorsque 'on travaille autour d’une trajectoire. C’est cette technique
que nous allons rappeler ici.

Considérons tout d’abord un processus décrit par les équations non linéaires :

D(a(t), (1), u(t)) = 0, (1)
W(y(t), (1), u(t)) = 0,

ou u(t), y(t) et x(t) représentent respectivement les variables d’entrée, de sortie et les variables internes du
processus, et Ty(t) = (ya(t), za(t), uq(t)) une trajectoire du systéme vérifiant les équations (4). Notons que nous
considérons ici un modéle implicite beaucoup plus général que ’équation d’état habituelle mais nous allons voir
que la linéarisation du systéme autour de cette trajectoire conduit & un systéme linéaire non stationnaire.

A partir des variables d’écart :

u(t) = wa(t) — u(t),
y(t) = ya(t) — y(t),
52(t) = walt) — o(t)
un développement limité au premier ordre de (4) conduit aux équations linéarisées :
P20, 00) = ) 2a)ualt) + | PG| a0+
0 alt
Pﬂgf”} 5aw+Pﬂ§“”} Sult),
Ta(t) v Ta(t)
B0 a0 u0) = Palta ) + | ] R
0 0 alt
V(N p,v) . OV (N, p,v) "
[ o :|Td(t)5 )+ [ ov :|Td(t)6 ©-

Sur tout intervalle [to, tr] ol [W} o et {W] o sont réguliéres on obtient le modele linéarisé
Ta(t Ta(t

sous la forme :

Sx(t) = A(t)dz(t) + B(t)dul(t),
dy(t) = C(t)dz(t) + D(t)du(t)
_ |92\ p,v) -t OD(\, p,v) _ OD(\, p,v) -t OD(\, i, v)
AlD) = { oA ]Td(t) { o ]Td(t) Bl { oA :|Td(t) [ ov }Td(t)y
o [orO )]t [0T(N ) _ [9%0p) LTOwN, p,v)
o= { OA Ldm[ O Ldu)’D(t) { OA ]Td@)[ ov de

Pour se ramener a une équation d’état de la forme (3), il suffit d’utiliser la nouvelle sortie oy(t) — D(t)du(t).
On aurait pu également partir d’un modele différentiel entrée-sortie non linéaire de la forme :

2(y(t), ...,y (), ut), ..., u™(t)) = 0. (5)

En notant 74(t) = (ya(t), uq(t)) une trajectoire du systéme vérifiant les équations (5) et les matrices sui-

vantes : 92() o=()
BV = | etE?t:{ :_'} :
) [ay(l)(t)}m(t) ) u(t) Ta(t)
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la technique de linéarisation précédente conduit, par un développement limité au premier ordre de = autour de
74(t) & la relation :

N ] M ,
S B ()ey D () + > Er(t)ou (t) = 0.
=0 =0

Lorsque la matrice Z¥(¢) est inversible, il suffit de poser M = N — 1 et :

Ait) = [ER ()] EV() et Bi(t) = — [ER ()] 7T EL(®),

pour se ramener a I’équation différentielle initiale (2).

Exemple 1 [Pendule actionné]

Considérons le cas du pendule pesant, c¢’est-a-dire un pendule simple de moment d’inertie I, de masse M et
de longueur L, dont I'entrée est le couple sur articulation, I'(¢), et la sortie est I’angle par rapport a la verticale,
6(t). L’équation fondamentale de la dynamique donnant le modéle non linéaire :

I6(t) + MgLsin6(t) = T'(t), (6)
on obtient une équation d’état en introduisant la variable z(t) = 6(t), ce qui conduit au relations :

0(t) = =(t),
Ii(t) + MgLsin6(t) = T'(t).

La position d’équilibre statique (0,T¢,x.) étant définie par MgLsinf, = T, et . = 0, si Pon considére les
variables d’écarts 0I'(t) = I'(t) — T, 00 = 6(t) — 0. et dz(t) = x(t), 'application de la technique de linéarisation
conduit au systéme linéarisé :

60(t) = dx(t),

I(6z(t)) + MgL(cos0,)d6(t) = 0T (¢).

ayant comme entrée 6I'(t) et comme sortie d6(t) qui sont des variations autour du point de fonctionnement. On
a ainsi obtenu le modele linéaire d’état X (t) = [ 60(¢) dx(t) ]T :

. 0 1 0

X(t) = ~ MgL(cos®.) 0 1 XH+| 1 1 OT'(t),
I I

s0(t) = [1 0]X(1).

Si lon considére maintenant une trajectoire exécutable (04(t), Ta(t), z4(t)), c’est-a-dire qui vérifie les relations :

9d(t) = x4(t),
Ti4(t) + MgLsin04(t) = Ty(t),

alors le méme raisonnement conduit, en considérant le méme état X (¢), au modele non stationnaire :

. 0 1 0

X)) = MgL(cos04(t)) 0 ] Xt +| 1 ] o (1),
1 1

60(t) = [1 0]X(¢).

On aurait pu partir directement de la relation (6) ce qui donne le modele linéarisé entrée-sortie :
I560(t) + MgL cos 04()60(t) = 6T(t),

et il est facile de se rendre compte qu'une réalisation de cette relation est ’équation d’état qui la précede. VVV
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3 Quelques difficultés propres aux modéles non stationnaires

3.1 Reésolution

Si on considére (3) pour n = 1 et m = 1, soit &(t) = a(t)z(t) + b(t)u(t), on la résout a l'aide de 'équation
différentielle en régime libre, &(t) = a(t)x(t), dont la solution telle que z(tg) = xo s’écrit :

2(t) = exp < /t t a(T)dT> zo.

La méthode de variation de la constante, i.e. celle qui consiste a remplacer xy par une fonction du temps
qui coincide avec xg en tg, conduit a la solution de (3) pour n = 1 sous la forme :

(1) = exp ( /t t a(T)dT) 20 + /t t exp < / t a()\)d/\> b(r)u(r)dr.

La premiére difficulté vient du fait que 'on ne peut pas, sauf cas particulier étendre cette relation pour
n > 1. De fagon plus précise, on ne peut pas écrire dans le cas général, la solution de (3) pour u(t) = 0 sous la

forme : 2(t) = exp (/t: A(T)d7> Zo-

Ainsi, en ce qui concerne I'étude de la stabilité, on peut toujours conclure a la stabilité asymptotique du

systéme de dimension 1 lorsque :
t
lim a(t)dr = —o0,

t— 00 to

mais cela ne peut étre étendu au cas d’'une dimension supérieure.

3.2 Mise en série et non commutativité

Exemple 2 Considérons deux systémes du premier ordre, d’entrées scalaires ui(t) et ua(t) et de sorties
scalaires y1(t) et y2(t), définies par :

(1) @)+ a®un®) =bit)u(t),
(22) ¢ 92(t) +a2(t)y2(t) = ba(t)ua(t).

La mise en série (31) avec (X3), c’est-a-dire en posant us(t) = y1(¢), y(t) = y2(t) et u(t) = u1(t), conduit &
I’équation différentielle entrée-sortie :

) by . . b
Y+ (a1 +ag — b—Q)y + (CL1(LQ + ag — bﬁﬁg)y = b1bau.
2 2
Par contre, la mise en série (33) avec (X1), en posant uq(t) = y2(t), y(t) = y1(t) et u(t) = ua(t), conduit a
I’équation différentielle entrée-sortie :
) by

. b
g+ (a1 + a2 — =)y + (a1a2 + a1 — —1a1)y = b1bau.

b1 bl

. by
Ces deux équations différentielles ne coincident que dans le cas particulier ot — est une constante et

2
t
a; — az = exp </ a(7)d7> ¢,
to
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ol ¢ est une constante et o = —. \YAYAYS

1

On en déduit aisément que, de facon générale, deux modéles non stationnaires dont les parameétres varient
dans le temps ne peuvent commuter. Il y a donc lieu d’étre extrémement circonspect pour concevoir la régulation
de ce type de systémes.

3.3 Notion de poles et zéros

Malgré ce que nous venons de voir, on pourrait penser qu'une forme faisant apparaitre des poles et des
zéros, ordonnés, de I'équation différentielle (2) permettrait une interprétation similaire au cas des systémes a
parameétres invariants. Nous allons en effet nous apercevoir que la simple transposition de ces notions n’est pas
possible et qu’il est nécessaire de prendre une autre interprétation des poles et des zéros d’'un systémes.

3.3.1 Extension du cas stationnaire
La forme, que ’on pourrait appeler forme poles-zéros, s’écrirait :

(D =pu(®)) - (D =pr(8))y(t) = k()(D = zp1(#)) - -- (D = z1(8))u(?), (7)

ce qui permettrait de définir les fonctions temporelles poles p;(t) et les fonctions temporelles poles z;(t).
Plagons-nous dans les situations suivantes :
— pour une entrée identiquement nulle, la sortie est régie par I’équation différentielle :

(D =pu(®))--- (D =pi(t)y(t) = 0.

En introduisant les variables intermédiaires :

Aa(t) = (D —=pi(t)y(t),
As(t) = (D —p2(t)ra(t),
A(t) = (D —=pp_1()An-1(t),
on obtient les équations différentielles :
M) = p®)A(E) + A2 (D),
Ao(t) = pa(t)Aa(t) + As(t),
).\nfl(t) = pnfl(t)Anfl(t) + An(t)a

}\n (t) = DPn (t)>‘n (t) .

Cet ensemble de relations se résout sous la forme :

M) = eIty a0,
Mo (8) = el P OYN (o) + X1 (D1 (), An(8)),
M) = e DTN (1) + X1 (p1(8), Aa(8)),

qui met en évidence 'importance des exponentielles de ftto p;(7)d7 dans I’évolution en régime libre. D’ou
I'interprétation possible en termes de poles;
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— pour une sortie identiquement nulle, et en supposant que k(t) ne s’annule qu’en des valeurs temporelles
isolées, I’entrée est contrainte par ’équation différentielle :

(D = 201 (D) -+ (D = 21 ())u(t) = 0.

De méme que précédemment, si on introduit les variables :

m(t) = u(t),
pa(t) = (D= z1(8)p (8),
ps(t) = (D= z(t))us(t),
,un(t) = (D - Z"—l(t))ﬂn—l(t)a
et qu’elle vérifient, pour un ¢ dans {1,...,n — 1}, (D—z(t))p,;(t) = 0, alors la sortie reste identiquement

nulle. D’ou linterprétation en termes de zéros du systéme.

Cependant nous allons voir que ces interprétations ne peuvent donner lieu a des conclusions pertinentes
vis-a-vis de la structure du systéme. En effet, pour relier (7) a (2) il suffit de développer la forme poles-zéros. Le
développement de cette expression étant relativement lourd dans un cadre général, prenons par exemple n = 3.
En développant les dérivations de (7), on arrive a :

(D=p3)(D—p2)(D—p1)y = (D—p3)(D—p2)(y—p1y),
= (D—p3)@— (p1 +p2)y + (p1p2 — P1)Y;
= U —(p1+p2+3)7 + (p1p2 + p1ps + paps — 21 — p2)y
+(p1p2 + P1p2 + P1ps — P1 — P1P2p3)Y,
(D—22)(D—z1)u = 4— (214 22)0+ (2122 — 21)u.

La comparaison avec (2) conduit au systéme d’équations algébro-différentielles :

ag = pip2 + (D1 — p1p3)p2 + P1ps — P1,
a; = pip2 +Ppips + pap3 — 2p1 — P2,
a = —(p1+p2+p3),

bo = k(z122 — 21),

by = —k(z1+ 22),

by = k.

On voit donc que si Pon peut toujours passer d'une équation formulée comme (7) a la formulation (2), le
contraire est beaucoup moins évident pour deux raisons essentielles : d’une part ces équations n’ont pas de
solution faciles & exprimer, on obtient en effet des équations différentielles non linéaires, et d’autre part les p;(t)
et z;(t) ne seront connus qu’a des constantes prés. Cela remet cause toute analyse basée sur la détermination
de ces quantités, comme par exemple la stabilité, ou I'interprétation en termes de poles et zéros d’un systéme.

3.3.2 Péoles et zéros en tant que signaux

De facon & simplifier notre étude plagons nous comme précédemment dans le cas ott m = 1, et un systéme
défini par I’équation dufférentielle scalaire :

n—1 n—1
Dy(t) + > a;(tD'y(t) = Y bi(H)D'u(?),
=0 1=0
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ou les a;(t) et les b;(t) sont des fonctions du temps. Il est alors de définir les n poles de ce systéme comme les
n solutions linéairement indépendantes de I’équation différentielle :

n—1

Dy(t) + 3 ai(H)D'y(t) =0,
=0

et les n — 1 zéros comme les n — 1 solutions linéairement indépendantes de I’équation différentielle :

i bi(t)D'u(t) = 0.
1=0

Cette définition ne souffre d’aucune ambiguité et s’accorde, dans le cas linéaire, avec d’autres interprétations
plus algébriques en termes de modules ([2, 3]). D’autre part l'interprétation en termes d’énergie libérée (pour
les poles) ou d’énergie absorbée (pour les zéros) par un systéme regoit toute sa dimension ici. L’inconvénient
majeur étant qu’il est souvent impossible, sauf cas particulier, de déterminer explicitement ces poles et ces zéros.

Nous allons voir cependant que certaines méthodes peuvent étre employées pour concevoir un algorithme de
commande permettant de controler au mieux des sytémes régis par des modeéles dont les paramétres varient en
fonction du temps.

4 Autre forme de ’équation différentielle
Introduisons la matrice opérationnelle :
F](?m(D) = FN(D) ® I,

oll ® représente le produit tensoriel de deux matrices (A ® B = [a;;B]), I, la matrice identité d’ordre m et
Fxn (D) la matrice (N x N) opérationnelle :

(J:_l)Djfi pour 1 <1< j <N
= — 1—1 — v = = )
Fn(D) [F”(D) { 0pour 1 <j<i<N, ’
r 1 D D2 . DN73 DN72 DN71 T
01 2D --- ... (N-2D"3 (N-1)DV2
1 (N -2)D (V;HD?
1 (N-1)D
L 1 i
Si on consideére I’équation différentielle :
N-1 N-1
DNy(t) + Y D [ai(t)y(t)] = D> D' [B;(t)u(t)] (8)
i=0 i=0

ou les matrices «;(t) et 8,(t) ont pour dimensions (m x m) et dont les coefficients sont des fonctions du temps
t, on a le résultat suivant :

Théoréme 1 Les équations différentielles (2) et (8) sont équivalentes et on a, entre les matrices :

ﬁo(t) ag(t) g()(t) Bo(t)
t o (t 1(t
0 | O] | RO | | A0

Ana () an-1(t) B (t) Byt
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la relation suivante :

A(t) = Fy™(D)a(t), B(t) = Fy™(D)B(t),

Pour s’en convaincre, il suffit de développer les expressions D? [a; (t)y(t)] et D? [3,(t)u(t)], ce qui donne, pour

i=0,. — 1, et en notant ( ) = (zij) = ,(Z“j)! :

%

D [ (t)y ()] =)

Jj=0

(5)p 7 oD o

mwmw=26ﬁ”mwwwm

On obtient ainsi, a partir de (8) :

N % . ] N—-1 1
EZZXJD” O o] = X 3 (5)0 1l o).
=0 j=0 i=0 j=o
soit :
N-1 (N-1 4 N1
0+ X3 X (D)o ol 0ol = X8 X ()0 18001 p 7 o)
— i — — \J
J=0 | =Jj J=0 \ =Jj
En identifiant cette relation avec (2), on obtient les relations, pour j =0,...,N — 1
NN NN
a0 =3 (ol s0=X () m ol
i=j i=j
L’équivalence découle de la régularité de Fiy™ (D) dont linverse, par le résultat (A® B)"! = A=l @ B~1:
-1 -
[FJQ\?M(D)] = [Fn(D)] ' ® I,
ou [Fy(D)]™" a pour expression, démontrée en annexe :
r1 —D D2 (_l)N—QDN—?) ( 1)N 1DN—2 (—1)NDN_1
0 1 -2D - . (-DN-2(N —2)DV3 (—1)N-(N —1)DV 2
0 0 1 —3D (_1)n 3(n22)Dn 4 (_1)N72 (N;l)DN—Zi
[Fx(D)] " =
1 —(N-2)D (V;HD?
: 1 —(N-1)D
L 0 0 1
On a bien str a(t) = [Fy™(D)] TLA®) et () = [FR™(D)] “' B(t), ce qui clos la démonstration.

Exemple 3 [Moteur a flux variable]

Considérons un moteur & courant continu a excitation séparée dont le flux statorique varie au cours du

temps. Ce moteur peut étre décrit par les relations suivantes :

C”;Ti) + RI(t) = V() — K.®(t)Q(t),
J%) 1) = K ®(8)(1),

10
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ot ®(t) est le flux induit par le stator, I(t) et V(t) sont respectivement le courant et la tension rotoriques (cette

derniére variable sera notre variable de commande), et (t), vitesse de rotation du rotor, sera notre variable de

sortie. Le flux ®(t), dépendant du circuit statorique et de son alimentation, est considéré comme variable en

fonction du temps, ce qui place ce modéle dans le cadre des systémes a paramétres temporellement variables.
Une premiére équation différentielle peut étre obtenue en éliminant le courant I(t), ce qui donne :

Q(t) + a1 (£)Q(t) + ao(£)2(t) = b))V (1),

avec :
K, K. fo(t) Rf
ao(t) = TL ()2*(]?(75) 7
_f R @)
al(t)_j—i_f_m’
b(t) = Km®).

Comme ici m =1 et N = 2, en utilisant les matrices :

F(D):H ]1)} etF‘l(D):{é 1D},

on obtient la deuxiéme forme de I’équation différentielle entrée-sortie :

1) + 2 [ (O] + a0(D2A) = HOV (), o)
y_ KnFey o OO | RE | BOBE) - b

aolt) = =720~ TGm Y 17 o(1)? ’

an(®) =ar) =%+ F - 3,

\YAVAY)

L’intérét de considérer cette deuxiéme forme (8) de 1’équation différentielle réside dans le fait que ’on peut

en proposer une réalisation simple sous la forme d’une équation d’état (3) par lapplication d’une technique
utilisée dans le cas des systémes stationnaires. En effet, si on ’écrit sous la forme intégrale :

N-1 N-1
y(®) + Y TN )] = > IV [Bi(Hult)]
i=0 i=0

ou I représente 'opérateur d’intégration, on obtient :

N-1
y(t) = D TV [Bi(u(t) — )y (b)],
i=0

= I[Bna(®u(t) — a1 (B)y(t) + T [By oB)u(t) — an—2()y(t) + 1] + LB (t)u(t) — ao(t)y(®)]---1]] -

11
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En posant z(t) = [ «{(t) «3(t) --- 2} () ]T :
zi(t) = I[Bo(t)ult) —ao()y(t)],
za(t) L[B1(Hu(t) — ar(t)y(t) + 21(1)],
an-1(t) = T[By_o(t)u(t) —an—a()y(t) +zn-a(t)],
on obtient la réalisation :
00 ) ] olt)
I, . : —ai(t) B1(t)
&t) = 0 .o : x(t) + : u(t),
: Bn_at)
IR Ao <1 IR NARC
yt) = [0 - 0 Iy |x(t).

Exemple 4 [Moteur (suite)] A partir de la deuxiéme forme différentielle on obtient la réalisation sous la
forme de I’équation d’état :

\AAY

5 Equation d’état

Une autre forme de description d’un systéme & parameétres temporellement variables est constitué par I’équa-
tion d’état (3) :
o(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t),
y(t) = C(t)x(t).

dont nous venons de voir un exemple particulier lors de la réalisation de ’équation diffrérentielle (8). L’avantage
de ce formalisme est qu’il permet de d’étendre facilement les méthodes utilisées dans le cas des systémes mono-
entrées mono-sorties et les méthodes utilisées dans les cadre des systémes stationnaires au cas des systémes
multi-entrées multi-sorties non stationnaires. De plus, nous allons voir qu’il permet de répondre a tous les
problémes que nous avons soulevés relativement a la manipulation de ces systémes.

5.1 Matrice fondamentale

De fagon générale, la théorie des équations différentielles [17] nous indique qu’il existe une matrice unique
®(t, 7), appelée, suivant les auteurs, matrice fondamentale, de transition ou de monodromie, telle que ’équation
différentielle homogeéne :

#(t) = A(t)z(t), 2(to) = o,

admette pour solution unique :
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Notons que cette matrice est en général non connue analytiquement mais peut étre approchée numériquement
[6]. Dans le cas ot A est une matrice constante, on a ®(t,7) = exp[A(t — 7)].
Cette matrice de transition posséde les propriétés suivantes, V¢, 7,7 :

D(t,t) =1, [@(t,r)]_l =d(r,t), P(t,7)=(t,n)P(n, 1),

et elle permet de calculer la solution de (3), avec la condition initiale x(tp) = ¢, sous la forme :

t
w(t) = (t,to)xo +/ o(t, 7)B(r)u(r)dr, y(t) = C(t)z(t).
to
Dans le cas ou xo = 0, on reconnait la relation de convolution (1) ou les propriétés de h(t,7) = ®(¢,7)B(7)
sont ici mises en évidence.

5.2 Changement de variables
Considérons maintenant le changement de variable :
z(t) = P(t)x(t), (10)

ou P(t) est une matrice réguliere pour tout ¢. Par matrice réguliére nous entendons ici que sur lintervalle de
temps considéré, P(t) et son inverse P~1(t) sont entiérement définies.
Alors, dans ces conditions, ce changement de variable transforme 1’équation d’état (3) en :

£(t) = A(t)=(t) + B(t)u(t),
y(t) = C(1)2(t), (11)

A(t) = [PA+P] P, B(t)=PB, C(t)=CPL

Notons que pour que les représentations (3) et (11) soient équivalentes il faut P~1(t) existe et que cette
matrice soit inversible. Ainsi la condition & observer ici est :

YVt e T, 0 < det P(t) < oo,

ou T est le domaine du temps considéré.

Nous avons vu que la notion de pole d’un systéme non stationnaire perdait son sens habituel et I’on peut
alors se poser la question du placement de poles par retour d’état pour ce type de systémes. Dans le cas ou il
existe une matrice de changement de variable (10) telle que A(t) soit une matrice constante A, lors I'équation
d’état (11) admet pour matrice fondamentale :

®(t,7) = explA(t — 7)),
qui donne la solution :

z(t) = explA(t —to)]z0 —I—exp[/_lt]/ exp[—AT7|B(7)u(r)dr,

to

z(t) = P7U(t)z(t).

Comme P~1(t) est bornée, les poles du systéme (3) sont ceux de (11) et placer les poles du systéme initial
consiste & transformer, par retour d’état et changement de variable, ce systéme en un systéme dont la matrice
A(t) est a coefficients constants et dont les valeurs propres seront considérés comme poles du systéme. Une
changement de variable qui transforme un systéme non stationnaire en un systéme a coefficients constants est
appelé transformation de Lyapounov ([6]) et n’est pas facilement calculable dans le cas général. Par contre,
nous verrons qu’un retour d’état conduit trés facilement a cette transformation. Ce principe a d’ailleurs été
utilisé dans le contexte des systémes non linéaires et a conduit aux techniques de linéarisation par bouclage et
difféomorphisme ([7]).

13
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5.3 Commandabilité et observabilité

Lorsque I'on utilise une équation d’état, la premiére question que ’on doit se poser concerne sa minimalité,
c’est-a~dire le fait qu’il soit commandable et observable [8]. La propriété de commandabilité est celle qui, a
partir de la premiére relation de 1’équation d’état :

&(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t),

permet d’étudier comment la commande u(t) influence 1’état x(¢). La propriété d’observabilité est celle qui a
partir des relations :

L(t) = A(t)z(t),

y(t) = C(t)x(t).
permet d’étudier si la sortie (ou plutdt les mesures) refletent I’état. Si ces propriétés ne sont pas satisfaites, il
convient de s’assurer que les parties non commandables ou non observables soient asymptotiquement stables,
on dit alors que le systéme est stablisable (pour la commandabilité) ou détectable (pour I'observabilité). Si le
modeéle n’est pas stabilisable ou n’est pas détectable, il sera alors impossible d’en envisager la commande. Il
y a dans ce cas un défaut de structure qui génére une instabilité interne qui ne peut étre maitrisée. Dans le
cas contraire, les parties non commandables ou non observables possédant des régimes transitoires qui tendent
a s’annuler, la commande va étre réalisé sur un modeéle d’état plus simple ol ces parties sont éliminées. Ce
dernier modele étant, par construction, commandable et observable, c’est-a-dire minimal, sera celui utilisé pour
concevoir la commande.

Nous allons rappeler ici les critéres de commandabilité et d’oservabilité pour les systémes non stationnaires
donnés par Silverman et Meadows [22]. Ces critéres se présentent comme des extensions des critéres de Kalman
pour les systémes stationnaires [8], cependant nous aurons besoin d’utiliser des opérateurs différentiels sur
matrices non stationnaires que nous noterons :

K(M(1)) = A(@®)M(t) — M (1),
L(N(1) = N(OA() + N(2),

et que 'on utilisera de fagon itérée. De facon & simplifier les notations nous utiliserons donc les conventions
suivantes, K°(M (t)) = M(t), L°(N(t)) = N(t), et pour tout i > 0 :

KM (1) = AWK (M(1) — K (M(1)) = (A(t) — D)K'(M(1)),
LHN(1) = LN ())A(L) + LN (1)) = L' (N())(A(t) + D),

oul D est I'opérateut de dérivation.

Test de commandabilité On construit la suite de matrices K*(B(t)), pour i = 0,1,.... Si il existe un inter-
valle de temps T = [t1, t2] et un entier p tel que la matrice :
Ky (t)=[ K°(B(t) K'(B(®) - KH(B() ],

soit de rang n sur tout 7" alors le systéme est commandable sur 7'. Dans ces conditions Ky, (t) est appelée
la matrice de commandabilité de la paire (A(t), B(t)).

Test d’observabilité On construit la suite de matrices L*(C(t)), pour i = 0, 1,.... Si il existe un intervalle de
temps T = [t1,t2] et un entier v tel que la matrice :

Lyy() = : ;

Lr=H(C®)

soit de rang n sur tout 7" alors le systéme est observable sur 7. Dans ces conditions L, (t) est appelée la
matrice d’observabilité de la paire (A(t), C(t)).

14
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On peut remarquer que contrairement au cas stationnaire ou au cas a une entrée ou une mesure, les indices
1 et v ne sont pas limités & n — 1 car on ne peut invoquer le théoréme de Cayley-Hamilton pour éliminer tous
les vecteurs de K™(B(t)) ou L™(C(t)) et des matrices suivantes [4].

Lorsque I'on réalise un changement de variable tel que (10), on obtient d’autre matrices de commandabilité
et d’observabilité relatives a la nouvelle forme de I'équation d’état (11). Si on désigne par Ky, (t) et L, (t) les
nouvelles matrices obtenues :

LO(C(t))
_ _ _ _ . LY(C(1))
Ky =[ K°(B(t) K'(B(t) - E'UB) |, Lpy(t) = :
Lr=Y(C(1))

on a les relations suivantes, pour tout entiers u et v :

I_({H}(t) = P(t)K{#}(t), et I_/{l,}(t) = L{V}(t)P(t)_l.

Pour s’en convaincre, il suffit d’écrire que B = PB et que si, par hypothése de récurrence, K1 (B(t)) =
P(t)K'=1(B(t)), alors :

K'(B(t) = (A-D)K''(B(t)),
_ ([PA + P} P~' —D)PK'"'(B(t)),
= PAK™Y(B(t)) + PK"Y(B(t)) — PK'"Y(B(t)) — PK'"Y(B(t)),
= P(A-D)K'!(B(t)) = PK'(B(t)),

et le méme raisonnement peut étre mené sur les matrices L' (C(t)).
Dans le cas mono-entrée ou mono-mesure, c’est-a-dire m = 1, lorsque le systéme est :
— commandable, alors les matrices Ky, (t) et K {(n}(t) sont inversibles et 'on a la relation permettant de
déterminer le changement de variable entre deux réalisations commandables d’un systéme :

P(t) = Ky (DKL (0);

— observable, alors les matrices Ly,}(t) et L,y (t) sont inversibles et 'on a la relation permettant de déter-
miner le changement de variable entre deux réalisations observables d’un systéme :

Exemple 5 [Moteur (suite)] Pour le moteur, nous avons obtenu, dans l'exemple 2, la réalisation sous la
forme de I’équation d’état :

o= [8 40 x| 29 |
Q@ =[0 1]x@),
(1) = Bmhe (t)Q_@ Rf | ®()®(t) — &(1)
o JL Jot) " LJ (12 ,
5(t):K77}¢L>(t)
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Si on construit la matrice :
L°(C(t)) 0 1
bor® = | Ticie) ] = |1 e ]
on s’apercoit que cette équation d’état est toujours observable. Par contre, si on construit :

Kpy(t) = [ K°(B(t)) K'(B(1) ] = [ 6(()t) _féf) ]

on en déduit que ce modele est commandable si et seulement si le flux ®(¢) ne s’annule pas tout en restant
borné, ce que nous supposerons dans les exemples suivants. \YAYAYS

6 Construction de formes canoniques

La construction de formes canoniques concerne le probléme de la détermination d’équations d’état ou les
matrices ont le moins grand nombre de termes significatifs. Il en existe une infinité suivant les propriétés ou
particularités que ’on veut utiliser. En ce qui nous concerne, nous allons construire seulement deux formes par-
ticulieéres, la forme canonique comandable et la forme canonique observable, qui nous serons particuliérement
utiles pour la mise au point de commande des systémes non stationnaires. D’autre part, nous allons distin-
guer également le cas général du cas particulier mono-entrée ou mono-mesure ou la détermination des formes
canoniques peut se faire plus rapidement.

6.1 Forme canonique commandable

Notons :
B(t)=1[ bi(t) ba(t) -+ bp1(t) bm(t) ],

et supposons que rang B(t) = m sur 7. Si cela n’était pas le cas il suffirait de réduire le nombre d’entrées.
Lorsque le systéme est commandable, les étapes suivantes, détaillées dans [18], permettent de construire la
forme canonique de commandabilité.

1. Dans la suite ordonnée de vecteurs :
Ko(bl(t)),KO(bz(t)),---,Ko(bm(t)),Kl(bl(t)),Kl(_bz(t)),-~-,K1(bm(t)),~-
KAL), KR (b (1), KN (b1 (1)), ., K (b (1)), -

on sélectionne un vecteur s’il n’est pas linéairement dépendant des précédents.

2. On détermine alors les m indices de commandabilité p,, pour ¢ = 1,...,m, comme le plus petit entier k&
tel que K*(b;(t)) soit linéairement dépendant des vecteurs précédents. On calcule les indices cumulés de
commandabilité o; :

i
1=1,...,m, o0;= E i
j=1

3. On réordonne les vecteurs sélectionnés au pas 1 pour construire la matrice :

V() =[ K°0bu(t)) K'(0a(t) -+ KM ' bi(t)) K°(bo(t) K'(ba(t))
Kr=H(ba(t)) - KO(bm(t) K'(bw(t) - EFoH(bn(t)) |
4. On calcule V~1(t), qui est inversible sur T par construction, d’ott 'on extrait les lignes M;(t),i = 1,...,m,

définies par
pour i = 1 & m, M;(t) est la o; — iéme ligne de V71 (¢).

16
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5. On construit la matrices de changement de variables :

6. La transformation :

conduit & I’équation d’état :

avec :

X X X
1

1

X X X

X X X

17
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Be(t)=Pc(t)Bt)=| 0 1 x -+ x I |, Ce)=Ct)P ().

On peut remarquer qu’en notant a;(t) la o;-iéme ligne de Ac (¢), elle est donnée également par la relation :
ai(t) = L* (M;(t)) P (1)
7. Par le changement de variables de commande :
uc (t) = He(t)u(t),

ot Hc(t) est la matrice (m x m) formée des lignes significatives de B¢ (t) :

1 x x -+ X
01 x -+ X

HC: . 5
0O --- 0 0 1

on arrive finalement a 1’équation d’état canonique commandable :

ic = Ac(t)zc + Bouc,
y = Cc(t)zc,
avec : ) }
!
1251
1 0 0 0 l
i
— _ Ha
Bo=BcHG'H)=] 0 1 0 --- 0 !
;
M,
0 001 | |

Exemple 6 [Moteur (suite)]
A partir des équations de fonctionnement du moteur que nous avons déja rencontrées dans I'exemple 2 :

LdZ—(tt) FRI(t) = V(1) — K.B1)Q(1),
J%’f) 1) = K ®(8)(1),

18



F. ROTELLA SLPVT

on peut construire, en prenant comme état z(¢) = [ I(t) Q(¢) |7 I'équation d’état (3) avec :
_ E _ K.® (t) 1
L L i3
A(t) = , B(t)= , Ct)=[0 1] (14)
K, ®(t) f 0
J J
Les matrices de commandabilité et d’observabilité s’écrivant respectivement :
R 0o 1
kmw=| " " Ly (1)
{2} t) = et Lo} t) = s
R0 Kn2(t)  f
JL J J

ce modele sera commandable et observable dans tout intervalle ot le flux n’est pas nul tout en restant borné,
ce que nous supposerons. Nous allons ici utiliser I'algorithme précédent pour construire la forme canonique
commandable de ce systéme.

L’utilisation de lalgorithme décrit pour le cas multi-entrées se déroule de la fagon suivante. Comme V (t) =
K21(t), il vient :

K.®(t) R

JL T

—1(g) _ J L
0 1

s JL
et on en déduit M, (t) = { 0 Ko (i) } et :

LO(My(t)) = My(t) et LY(My(t)) = [ L oL (fJr J<i>(t>> ]

Cela conduit a la matrice de changement de variables :

Comme :

JL®(t)
K, ®2(1)

L (o) 2J92(t) Jd(t)
" Km<<1>2<t>+ ) )

3(t)  D2(1)
et :

19
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on obtient ainsi :

reos) = | 1 |.
0 1

PC(t)A(t)PC_‘l(t) +PC(t)PC_‘1(t) = _wo(t) —¢1(t) y
ou les coefficients v (t) et 1, (t) ont pour expressions :

o) DXt) KK, Rf R®(1)
Yolt) = 1) 20 T IL () + 7z Y T30y
¢1(t)=§3+§+§.
Comme C(t)Pg L) = [ K”};i’(t) 0 } , lalgorithme de construction de la forme commandable conduit
donc a :
sel)=| )y gy e+ ] v,
_ [ Kot 1)
Q(t) - T 0 wC(t)a
avec z¢(t) = Po(t)x(t). \VAVAV)

6.2 Forme canonique observable

Contrairement au cas stationnaire, ott I'utilisation de la transposition permet de construire la forme canonique
commandable en utilisant I’algorithme de construction de la forme canonique commandable, la présence du terme
en P(t)P‘1 (t) dans un changement de variables nous interdit de pouvoir utiliser ici la méme démarche. Il faudra
donc utiliser I'algorithme spécifique décrit par les étapes suivantes. Notons :

c1(t)
ca(t)

em(t)

et supposons que rang C'(t) = m sur T Si cela n’était pas le cas il suffirait de réduire le nombre d’entrées. Lorsque
le systéme est observable sur T', les étapes suivantes, détaillées, a des permutations pres, dans [19], permettent de
construire la forme canonique d’observabilité. On pourra cependant remarquer que cet algorithme est similaire
au précédent.

1. Dans la suite ordonnée de lignes :

Lo(er(1)), LO(e2(t)), -+ L (em (1)), L (1 (1)), L (e2(t)), -+, LM (em (1)),
L3 (cy (b)), ..., L2 (em(t)), ..., Li(ci(t)), ..., L (cm(t)), . ..
on sélectionne une ligne si elle n’est pas linéairement dépendante des précédentes.

2. On détermine alors les m indices d’observabilité v;, pour ¢ = 1,...,m, comme le plus petit entier k
tel que L*(c;(t)) soit linéairement dépendant des vecteurs précédents. On calcule les indices cumulés
d’observabilité n; :

i
1=1,...,m, n;= E vj.
=1
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3. On réordonne les vecteurs sélectionnés au pas 1 pour construire la matrice :

LO(c1(t))
Li(ca(t))

L L Hem(t))

4. On calcule W~1(t), qui est inversible sur T par construction, d’oil I'on extrait les 7,-iémes colonnes. Soient
N;(t),i=1,...,m, ces colonnes.

5. On construit la matrices de changement de variables :

6. La transformation :

conduit & la forme canonique observable :

ol :

Pyl(t) = [ KO(Ni(t) KY(Ni(t))
KONy, (1))

Kr2=1(Ny(t))

K= (N (1))
K (N (1))

2o (t) = Po (t)=(t),

(16)

(17)
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Bo(t) = To(t)B(t),
i 1 0 0 1
X 1 0
X X .
Co(t) = CHTG(t) = : ;
X X 1
L — V7 — — Vg — — Vy — ]

7. Un changement de variables de mesures sous la forme yo(t) = Hg, 1(t)y£f) ot Hog(t) est construite en
prenant les colonnes non nulles de Co (t) et conduit a la relation yo (t) = Coxo (t) o :

1 0 0
0 1 0
_ 0 0 :
Co = .
: : 0
0 0 1

| — vi — —— Vo — — VUm — |

Exemple 7 [Moteur (suite)] Si & partir de I’équation d’état du moteur définie dans l’exemple 4 par les
matrices (14), on cherche & en construire une forme canonique observable, 1'algorithme se déroule de la fagon
suivante. Comme W (t) = Lygy(t) :

f J
W_l(t) = Km(ba) Kmq)(t) 5
1 0

et on construit les vecteurs :

J J () R
Ni(t) = | Kn®(t) |, No(t) = KXNVi(1)) = | K®(t) \®(t) L
0 1

La matrice du changement de variable, Py (t), est obtenue par :

Pty =[ Mi(t) Nao(t) ],

soit : Kn®(t) R &)
Po(t) = J Lo o)
0 1
et : i .
End(t) 9%(t) &)
Po(t) = T ®2(1) o)
0 0

On obtient ainsi :
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ou les coefficients ag(t) et aq(t) ont pour expressions :

b(t) ()  KwKe o,  Rf fo(t)
t) = - O3(t) + = — L2
oW =35 "o T Jr DI Ten
[ R
=54 =——=
al( ) 7 + 7 (t)
Comme :
K, ®(t)
To(t)B(t) = JL |
0
I’algorithme de construction de la forme observable conduit donc a :
K, ®(t)
. 0 —a(?) —m-
xO(t) = [ 1 —al(t) :|x0(t)+ JOL V(t), (18)
Qt)=[0 1 ]zo(t),
avec zo(t) = Po(t)x(t). Remarquons, d’une part, que nous avions déja trouvé cette forme & partir de la
réalisation de 1’équation différentielle entrée-sortie. \YAVAY)

Lorsque lon compare, les formes canoniques (15) et (18) obtenues respectivement dans les exemples 4 et
5, on s’apercoit que, contrairement aux systémes stationnaires, les formes commandables et observables d’une
méme équation d’état ne sont pas, dans leurs expressions, simplement les transposées 'une de 'autre.

6.3 Cas mono-entrée ou mono-mesure

Lorsque dans 'équation d’état (3), B(t) est réduite & un vecteur b(t) ou C(t) a une ligne ¢(t), ces cas peuvent
étre distingués du cas général car de nombreuses simplifications permettent d’éviter certains calculs. En effet,
les algorithmes donnés dans [20] sont légérement différents des algorithmes précédents car ils permettent de
calculer directement la forme canonique puis la matrice de changement de variable. Pour ces algorithmes, nous
aurons besoin de la matrice opérationnelle, que nous rappelons ici :

1 D D? ... D3 D»—2 pnt .
01 2D -~ -~ (n=2D"* (n—1)D"?
n—2 n—4 n—1 n—3
13D - ( 2 )D ( 2 )D
F,(D) = : ,
1 (n—2)D (";h)D?
1 (n—1)D
L 1 -
dont l'inverse est donnée par :
1 -D D? ... (=1 2D (~1)»~'Dp"~2 (-1)"D"! 1
0 1 -2D ... (-1)"2(n—-2)D"% (=1)""}(n—1)D"?
0 0 1 -3 G Vi G 1 L G DRt (e D
[Fa(D)] " =
1 —(n—2)D (";"D?
1 —(n-=1)D
L 0 0 1 |
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6.3.1 Forme canonique commandable

Pour m = 1, lorsque le systéme est commandable, la matrice de commandabilité est réguliére et est donnée
par :
Kiy(t)=[ K°(b(@t)) K'((t) - K"7H(b(t) ].

On sait alors qu’il existe un changement de variables z¢(t) = Po(t)x(t) qui mette (3) sous la forme toujours
commandable (??) avec :

0 1 0 0 0
Aoty =| . o |oBe=| | (19)
0 0 1 0
—Yo(t) —¥i(t) o =Y a(t) —Yn_a(t) 1
Pour calculer les coefficients ;(t), nous aurons besoin de la matrice :
1
-1
Un = 1 :

telle que U2 = I,,, et on calcule les quantités suivantes :
1. K™(b(t)).
2. n(t) = (1" UKL (DK™ (b(2)).
3.0 = [ Bo®) 1) - (@) ] = Un[FD)] " Un(t).
Finalement, on a la formule de calcul :

W(t) = (~1)" 10, [FD)] 7 UKL (K™ (b(2)).

Pour déterminer le changement de variables (12), on calcule la matrice de commandabilité de la paire
(Ac(t), Be), soit K{C;L} (t) et on obtient :

Po(t) = K§, () K ()~

En notant Cc(t) = C(#)PZ(t) = [ 7o(t) 71(t) -+ 7n_1(t) ] et z(¢) la premiere composante de z¢(t),
on obtient la forme différentielle suivante :
n—1 ) n—1 )
u(t) =20 + Y $i(0)200), yt) =D %))
=0 i=0

La variable z(t) mise en évidence dans les relations précédentes peut étre interprétée comme 1'état partiel
du systeéme linéaire ([8]) ou comme sa sortie plate ([5]). De plus, en posant :

p(t) = F(D)U(),
o(t) = F(D)[CH)P )],
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on obtient une autre forme équivalente :

n—1 n—1
u(t) = 2" () + Y Dp;(02(t)], y(t) = D D' [6;(0)2(t)].
=0 =0

Exemple 8 [Moteur (suite)] Nous allons appliquer cet algorithme sur le moteur a flux variable pour retrouver
la forme canonique commandable que nous avons déja mise en évidence dans I’exemple 4 mais en utilisant ici
Palgorithme particulier aux systémes mono-entrée. D’apres (14), on a :

R K.K,®)

3 JL?
K*(B(t)) = ;
KnR®(t) [fKn,®(t) K,d(t)
- JLr 2L JL
donc :
fR  K.K,®*t) R®(t)
N7 - Lo(t)
() = —K ) () K*(B(t) = ,
R o)
LT a@)
Comme 1 0 1 -D][1 o0 1 D
[0 1“0 1 Ho 1}:[0 1}’
il vient :
fR | K.K,®*t) Rb(t) &) (1)
[ o(t) } N7 T I Lo(t) + B(t) D2t
L J " 3@

D’autre part, comme :

il vient : JL
B 0 Ko ®(1)
Pe(t) K{Q}(t)K{Q}(t) JL [, 2@
L w0 J+®®>

\AYAY

6.3.2 Forme canonique observable

Pour m = 1, lorsque le systéme est observable, la matrice d’observabilité est réguliére et est donnée par :

LO(c(t))

LY (e(t
Lo (t) = (c(t))

L (e(t))
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On sait alors qu’il existe un changement de variables (16) qui mette (3) sous la forme (17) avec :

[0 - - 0 —ap(t) ] 017
1 . —al(t) :
Ao(t)=|¢o . . ¢ : , Co = : . (20)
Do 0 —an_s(t) 0
L0 - 0 1 —an(t) | 1

Pour calculer les coefficients «;(t), on calcule les quantités suivantes :

1. L™(c(t)).
2 p(t) = - [L5,,0)] ()]
3. a)=[a®) @) - ana@®) ] =[FuD)] " p(t).

Finalement, cela se résume par la formule suivante :

a(t) = = [Fa)] 7" [Lf,y )] £ ()]

Pour déterminer le changement de variables (12), on calcule la matrice d’observabilité de la paire (Ao (t), Bo),
soit L?n} (t) et on obtient :

Po(t) = [L0y 0] Loy (0).
Enfin, cela permet d’obtenir :
Bo(t)
B1(t)
Bo (t) = Po(t)B(t) = :
ﬂn—Q(t)
ﬁnfl(t)

Comme la forme observable est celle qui apparait lorsque 1’on réalise une relation différentielle entrée sortie, la
construction de la forme observable constitue le moyen de passer d’une équation d’état linéaire non stationnaire
quelconque & la forme différentielle reliant I’entrée a la sortie. On a donc obtenu ici un algorithme permettant
de procéder a I’élimination des variables internes. En effet les fonctions «;(t) et 5,(t) qui apparaissent dans cette
forme canonique sont celles qui apparaissent dans I’équation différentielle entrée-sortie (8). On peut donc, dans
le cas mono-entrée mono-sortie, passer directement de 'une a 'autre.

Exemple 9 [Moteur (suite)] Si & partir de ’équation d’état du moteur défini par les matrices (14), on cherche
a en construire une forme canonique observable en utilisant 1’algorithme particulier aux systémes mono-sortie,
celui-ci se déroule de la fagon suivante. Comme :

L2(c(t)) = [ _EnRO()  [En®(t) En®(t)  K.EKn®(t) [ }

JL J2 J JL ﬁ
il vient :
_ -1 2 T fR fé(t) KeKmq>2(t) R f (I)(t) ’
o(t) = — {L{TQ}(t)} (L] = | 5 - Jo0) T JL A0} ] ’
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donc :
aot) ] [1 -D [ fROfO(t) K.K.®2t) b)) &) R f @) 1"
|:al(t) ] B [ 0 1 ]p(t)_ [ ﬁ_J<I>(t)+ JL a0 w20 L J @
De plus, le changement de variable est donné par :
B 0 , - 0 1
PO(t) = [L?n}(t)} L{n}(t) = |: 1 —061(15) :| Kmq)(t) f )
J o J
K,®(t) R d(t)
- Jo L)
0 1
\AYAY

7 Retour d’état

En ce qui concerne les systémes linéaires, il existe deux méthodes principales pour concevoir un retour
d’état : le placement de poles et de structure, d’une part, et la commande optimale, d’autre part. Alors que la
premiére solution passe nécesairement par I'utilisation des formes canoniques pour pouvoir poser sans ambiguité
la notion de placement de poles pour les systémes & paramétres variant dans le temps, la deuxiéme peut étre
menée directement sur le modeéle initial. Pour le placement de pdles, et afin de simplifier I’exposé nous allons
d’abord détailler le cas mono-entrée, afin d’en dégager les principes fondamentaux. L’extension au cas général
sera effectuée dans une deuxiéme étape. En effet, d’apreés ce que nous avons précisé dans le paragraphe concernant
le changement de variable, le placement de pole consiste & transformer, par retour d’état, le systéme dont la
matrice d’évolution A(t) est a parameétres variants dans le temps en un systéme admettant une transformation
de Lyapounov, c’est-a-dire qu’il existe un changement de variable transformant la matrice d’évolution en une
matrice a parameétres constants. Nous verrons également que cette transformation conduit également & une
matrice de transmission de la commande qui a la propriété d’étre constante. L’objet de cette partie ve donc
étre la présentation de méthodes permettant de déterminer le gain K () pour concevoir un retour d’état de la
forme :

u(t) = v(t) — K(t)a(t), (21)

ot v(t) est la nouvelle consigne. La section suivante, qui s’inspirera beaucoup des techniques que nous allons pré-
senter maintenant, s’attachera quant a elle a développer des méthodes permettant de construire des observateurs
de I’état du systéme (3) de fagon & pouvoir mettre en ceuvre la commande :

u(t) = v(t) - K(1)(0),

ou Z(t) est I'état reconstruit.

7.1 Placement de podles et de structure

Comme nous l’avons mentionné, la notion de podle et a fortiori celle de structure, telle qu’on la connait
pour un systéme stationnaire, ne peut étre clairement définie que si le systéme obtenu apres le bouclage (21), a
Savoir :

#(t) = (At) = B()K(8))2(t) + B(t)v(?),
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admet une transformation de Lyapounov. De fagon plus précise, il faut qu’il existe une matrice de changement
de variables P(t) telle la matrice :

P(t)(A(t) = B{)K ()P~ (1) + P()P (1),

soit une matrice constante M dont on peut déterminer la structure. Rappelons que pour un systéme linéaire a
coeflicients constants :

£(t) ME(t) + No(t),
y(t) = TE(@),

la structure est composée de la paire (J, D) correspondant a la décomposition de Jordan de la matrice M :

MD = DJ,

ot J est la matrice de Jordan de M dont la diagonale principale est formée des valeurs propres de M,
{A1,...,An}, ou poles du systeme et D =] d; do --- d, ] estla matrice des valeurs propres de M.

L’intérét de cette décomposition réside dans le systéme obtenu aprés le changement de variables de matrice
D1

¢(t) = J¢(t)+D ' No(t),
y(t) = TD((®),

qui permet par certains choix judicieux des vecteurs de D d’annuler des composantes des matrices D~'N ou
I'D. Cela conduit ainsi a résoudre des problémes de couplages entre certaines variables d’entrée et certaines
variables de sortie ou de provoquer des rejets de perturbations.” stationnaire obtenu aprés une transformation
de Lyapounov.

Par extension naturelle, nous considérerons comme structure du systéme non stationnaire, la structure du
systéme

Nous allons voir que 'utilisation des formes canoniques va nous permettre de résoudre trivialement le pro-
blémes du placement de pole et du placement de structure car le principe de base consistera & choisir le gain de
retour d’état K (t) tel que la forme canonique associée soit & parameétres constants.

Avant de détailler ces techniques, rappelons au préalable que, dans le cas mono-entrée, seul le placement de
pole est possible, car on ne dispose que de n paramétres de réglage indépendants, les n composantes du vectuer
K(t) permettant de régler les n valeurs propres deu systéme. Par contre, il a été établi dans [13], que pour le
systéme (??) commandable avec rang B = m et rang C' = [, on peut placer arbitrairement :

— max (m,!) valeurs propres;

— min (m,!) composantes de chaque vecteur propre correspondant.

Le fait de considérer ici une forme plus générale de I’équation d’état (??) ou le nombre de sorties differe du
nombre d’entrées permet de considérer comme cas particuliers :

— le cas du retour d’état, en faisant C' = I donc | = n, et on s’apercoit alors qu’un retour d’état permet de

placer toutes les valeurs propores en boucle fermée et seulement m composantes des vecteurs propres;

— le cas du retour de sortie, en faisant [ = m, et on s’apercgoit que 'on peut placer seulement m valeurs

propres du systéme en boucle fermée ;

— le cas du retour de mesures, ot on dispose de plus de mesures que de sorties & controler avec [ > m.

7.2 Placement de pdles en mono-entrée

Si on considére I'équation d’état z¢(t) sous la forme commandable (13), alors le retour d’état :

u(t) = v(t) — G(t)zo(t),
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o G(t) = [ go(t) ¢1(t) -+ gn-1(t) | conduit a :
0 1 0 ‘e 0 0
tlt) = . re(t| | ()
0 .. . 0 1 0
—o(t) —go(t) —v1(t) —1(t) -+ Vo) = gn—201) —¥,_1(t) — gn-1(¢) 1

11 est évident que le choix, pour s =0 an — 1, g;(t) = g; — ¥,(t), ot les g; sont des constantes telles que le

polynome caractéristique :
n—1
per(A) = A"+ ) giX,
i=0

ait pour zéros les poles désirés en boucle fermée, résout le probléme d’un placement de poles.
Pour un état quelconque z(t), le gain de retour d’état peut alors étre calculé via la matrice de changement
de variable (?7?) qui met le systéme sous sa forme commandable, soit :

K(t) = G(t)Po(t).
Exemple 10 On considére le systéme différentiel :
J(t) + (cost)y(t) + (1 — sint)y(t) = w(t) + u(t).
Pour en construire la forme observable on écrit I’équation différentielle précédente sous la forme :
D?y(t) + D [(cost)y(t)] + y(t) = Du(t) + u(?),

ce qui donne :
y(t) = Tu(t) = (cost)y(t) + I [u(t) — y(t)]].

L’introduction des variables d’état :
w1 (t) = Tu(t) —y(®)],
wa(t) = y(t) =Tfu(t) — (cost)y(t) +z1(t)],
permet d’obtenir 'équation d’état z(t) = [ z1(t) xa(t) ]T observable :

0= ] | Doy [0 | 1 w0 -

yt)=10 1 ]az().

Pour construire la forme commandable & partir de cette forme observable, on détermine les vecteurs suivants :

Ko(t) = { H Kﬂt):—[? _Colst}Ko(tHKo(t):[Costl_l],
ko= 1 1]
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Comme det K (t) = cost — 2, celui-ci n’est jamais identiquement nul et le systéme est commandable. L’algo-
rithme de construction de la forme commandable conduit aux vecteurs :

0 -1 . cost —1

Ka(t) = - [ 1 —cost ] Ky(t) + K (t) = { —cost —sint — sin®t ] ’
_ 1 2 —cost +sint

_ g1 _
n(t) = K= () K2(1) 2 —cost { cos?t — 2cost —sint ] ’
5—4 —4sin t+5 sin —2sin? t42sin®
() = [ Wo(t) } _ [ L =D } n(t) = l N 1
_ cos” t—2cost—sint ’

¢1(t) 0 1 2—cost

et a I'équation d’état ((t) = [ (1(¢) (o(t) ]T :

0=y o |0

Pour obtenir le changement de variable entre I'état x(t) et Pétat ((t) il faut obtenir la matrice de comman-
dabilité de 'équation (23), soit :
- 0 -1
K(t) =
O=11 o]

) } u(t). (23)

ce qui donne :

() = K@K =),
1 {0 -1 ][costl l}x(t)
= 2t—2cost—sint )
COSt _ 2 1 _COS Q_Eg:t S1n _1 1
1 1 -1
= m |: cos;:zi;;i—? 3COSt+QSiiICtO_S;OS2 t—2 :| x(t) (24)
Le changement de variable inverse est donné par :
( ) 1 3 cos t+sin t—cos? t—2 1 ( )
r(t) = ——— 27cost, C(t),
cost — 2 7% 1

ce qui conduit & la deuxiéme partie de I’équation d’état, dont la premiére partie est (23) :

1
cost — 2

y(t) =

[ _ cost—sint—2 1 ]C(t)

2—cost

A partir de ’équation d’état commandable que I'on vient d’obtenir, soit :

. 0 1 0
O = g0 —wt)]“t”[l]““)’
W) = [ e 1),

on peut envisager le retour d’état :

u(t) =v(t) = [ go(t) a1(t) 1<),
o go(t) = go — ¥o(t) et g1(t) = g1 — 1 (¢), go et g1 étant des constantes définies par le polyndme caractéristique

désiré en boucle fermé, soit p? + g1p + go.

\YAYAY)
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7.3 Cas multi-entrées

Lorsque le systéme (3) est commandable, celui-ci, par le changement de variable, zc = Po(t)z, et le chan-
gement de commande, uc = Heo(t)u, ot He est la matrice (m x m) formée des lignes significatives de Be :

1 x x - x
0 1 x -+ X
He(t) = : :
o --- 0 0 1
peut étre mis sous la forme canonique commandable :
ic(t) = Ac(t)zc(t) + Bouc(t), (25)
ol, les i, sont les indices de commandabilité et :
ﬁlci ﬁ?ﬁ iicm 0
m
c c c — :
Ac = , S . ;» Be = diag S| s
: : K : 0
APt Am2 L Amm 1
avec AY(t) une matrice (u; x #;) ayant la structure suivante :
0 1 0 0
B 0 1 :
sii = j, Ag(t)=| R
0 - 001
i ag (1)
r o --- 0
sii # 4, AY@) =
do=| o,
ag(t)

Cette structure va permettre un résolution simple du probléme de placement de poles. En effet, comme une
matrice compagne retrouve sur sa derniére ligne 'opposé des coefficients de son polynéme caractéristique :

0 1 0 0
: 0 1 :
det | A — . . . : =N F e N e\ + o,
0 - ... 0 1
—C —C - —Cp—2 —Cp—1

et que le polyndéme caractéristique est inchangé par un changement de variables d’état, une détermination du
gain de bouclage va passer par les étapes suivantes :

1. Décomposition du polynome caractéristique désiré a(A) en m polyndmes caractéristiques a;(\), chacun de
degré p,; :
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2. Soient a¥ les m vecteurs lignes formés par les opposés des coefficients des polynomes a;()\) et A%, la
matrice compagne associée :

0 1 0 0
o : 0 1 :
s=1 - S (26)
0 .. 0 1
a

et Ac = diag {flg} .

3. Soit K¢ (t) le gain de retour d’état en x¢o que l'on va partitionner en :

/4%«1 ké? .. kém
k%«l k%? . k%m

KC (t) = : : .. : )
kgl kgﬂ .. kgzm

ol les kg(t) sont des vecteurs ligne de p; composantes.

4. Grace a la structure de B¢, on peut obtenir :
Ap = Ac(t) = BoKo(t).

11 suffit, pour obtenir une matrice A¢ constante dont les valeurs propres sont fixées a priori, de prendre :
= pour i # j, ka(t) = al(t);
— pour i = j, k¢t (t) = ag(t) — ag.

5. Comme Kc(t) = Ho(t)K(t)Ty " (t), on obtient expression du gain de retour d’état en x :

K(t) = Hg' () Ko (t)Te(1).

On peut remarquer que cette détermination, qui n’est pas unique, généralise celle obtenue dans le cas mono-
entrée. D’autre part, pour placer les n podles du systéme, nous n’avons besoin que de n paramétres. Or K
posséde nm parameétres a déterminer qu’ici nous avons tous utilisés. En regardant un peu mieux, on aurait pu
se contenter d’utiliser que :

m
Z g
i=1

parameétres pour arriver au méme résultat. Toujours est-il que 'on a utilisé beaucoup plus de parameétres que
nécessaire pour placer les poéles du systémes. Nous allons voir dans la suite que les paramétres qui restent
peuvent étre utilisés pour placer quelques vecteurs propres du systéme bouclé.

7.4 Placement de structure

La clé du placement de la structure du systéme en boucle fermée, c’est-a-dire le placement de la paire (J, D)
correspondant & la décomposition de Jordan de la matrice Ac obtenue aprés le retour d’état (??), repose sur

la relation : -
(Ac(t) — BcKc(t))D = DJ.

En supposant que la matrice J est diagonale, ce qui n’est pas restrictif car pour des raisons de robustesse
des résultats numériques et simplification notable des calculs, en reprenant les notations précédentes, soit :

J=diag{\,...., \et D=[dy dy - dy ],
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la relation précédente s’écrit :
Vie{1,...,n}, (Ac(t)— BcKc(t))d; = \id;.

Le probléme consiste donc a chercher K¢ (t) telle que cette relation soit vérifiée lorsque les vecteurs de D ont
certaines composantes imposées ou vérifient certaines contraintes qui s’expriment sous la forme d’une relation
linéaire F;d; = 0.

Une fagon simple de résoudre consiste, en reprenant les notations du paragraphe précédent & choir déja :

pour tout (i,7), k& (t) = ad(t) —agd,

ou les a7 sont des vecteurs constants mais non fixés a priori. Cela permet de transformer la matrice Ac(t) —
B K¢ (t) en une matrice constante Ac, , & déterminer, dont la structure vérifie les relations, pour tout 4 :

[ Ac — NI

7.5 Retour d’état optimal

Une autre facon d’envisager le calcul d’un retour d’état est la minimisation d’un critére optimal ([12, 1]).
Cette forme de commande peut étre envisagée de deux fagons, en régulation ou en poursuite, mais dans les deux
cas le gain de retour d’état (21) est identique, seul change I’élaboration de la consigne v(t).

Dans un premier temps, nous nous intéresserons au probléme de régulation optimale suivant : pour le systéme
défini par I’équation d’état (3), on cherche le retour d’état, défini entre les instants tp et T :

qui minimise le critére :

J(to) = =™ (T) Px(T) + /(wT(t)Q(t)w(t) +ul (OR()u(t))dt,

to

ou P est définie positive et pour tout ¢, Q(t) est semi-définie positive et R(¢) définie positive.
La solution & ce probléme ([12, 1]) s’exprime sous la forme :

K(t) = R ()BT (1) P(t),
ou P(t) est une solution définie positive entre les instants to et T de 1’équation de Riccati différentielle :
P(t) = —AT()P(t) — P()A(t) + P(t) B(t)R™ () BT (1) P(t) — Q(1),
telle que P(T) = P.

Si maintenant on s’intéresse au probléme de poursuite optimale suivant : pour le systéme défini par I’équation
d’état (3), on cherche le retour d’état, défini entre les instants ¢y et T :

qui minimise le criteére :
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ou :

e(t) = r(t) — C(t)a(t),

ou r(t) est une trajectoire de référence a suivre sur la sortie y(t) et P est définie positive et pour tout ¢, Q(t)
est semi-définie positive et R(t) définie positive.
La solution & ce probléme ([12, 1]) s’exprime sous la forme :

K(t) = R (t)B (t)P(t),

ou P(t) est une solution définie positive entre les instants ¢y et T de 1’équation de Riccati différentielle :

P(t) = —AT(t)P(t) - P()A(t) + P()B(t)R™ ' (t) BT (1) P(t) — Q(t),

telle que P(T) = P, équations obtenues dans le probléme précédent aux quelles s’ajoutent la relation :

G(t) = R (B (1),

et v(t) est la solution de cette équation différentielle doit
Dans le cas ou le systéme est commandable et observable, la solution définie positive de ’équation différen-
tielle de Riccati est unique et le systéme bouclé est asymptotiquement stable.

8 Observation

Comme dans toute comande par retour d’état, se pose le probléme de ’observation des variables internes
non mesurées. C’est ce que nous allons traiter dans cette partie en détaillant le cas des systémes mono-mesures
et en évoqueant rapidement le cas plus général des systémes multi-mesures, la seule difficulté dans ce cas étant
la construction de ’équation permettant de déterminer ’observateur réduit.

8.1 Construction d’observateurs pour m =1

A partir de I’équation d’état z(t) sous forme observable (20), on peut proposer des observateurs d’ordre plein
ou réduit de cet état. L’état initial étant bien sr reconstruit a partir du changement de variables qui conduit

A la forme observable.

8.1.1 Observateur d’ordre plein

Compte tenu de la structure de (20), on peut proposer l'observateur :

0
1
0

0

0

0

0
1

—Q (t) — lo (t)

Bo(t) lo(t)
—aq(t) = 11 (t) B, (%) L (1)
: 2(t) + : u(t) + : y(t).
Br—2(t) ln—2(t)
_a”*Q(t) - ln72(t)
—om 1 (t) = In1(t) | B (t) n-1()

11 est évident que le choix, pour ¢ = 0 an — 1, [;(t) = I; — a;(¢), ou les I; sont des constantes telles que le

polynoéme caractéristique :

n—1
Po(A) = A"+ > LN,
=0

ait tous ses zéros a partie réelle négative, conduit & un observateur asymptotique de z(t).
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8.1.2 Observateur d’ordre réduit

Comme dans (20) la sortie est la derniére composante de 1’état, il n’y a pas lieu de reconstruire cette derniere.
On peut ainsi obtenir un observateur d’ordre réduit n — 1. Soient x(t) le vecteur regroupant les n — 1 premiéres
composantes de I’état z(¢), b(t) le vecteur regroupant les n — 1 premiéres composantes de B(t), x(¢) est régi par
I’équation :

0 Oéogtg Bogt;
1 0 a(t By (t
=] . |x0-| . s+ | L |,
1 0 Qp—a(t) Br—a(t)
§(t) + ana(By(t) = B, 1 (Qu®)=[ 0 - 0 1 ]x(®).
On peut proposer ’observateur :
EEINERNE:
. o (t t
) = - TORS
Lo an—s(t) Bn-2(t)
HAB) () + a1 (By(t) — By (u(t) = [0 -+ 0 1 ]x())
ot A(t) = [ Xo(t) Ai(t) -+ An—2(t) | est le gain de l'observateur. De facon & éviter la dérivation de la
sortie, on introduit le vecteur ((t) = x(t) — A(t)y(t), et Pobservateur réduit se réécrit sous la forme :
—o(?) Bo(t) = Br—1(t)do(t)
1 - (t t) — t)A1(t
C(t) _ ) 1() () + Bi(t) ﬂn:l() 1(2) u(t)
100 Br-2(t) = Br1(t)An—2(t)

—a(t) = Ao(t) + (an—1(t) — An—2(t)) Ao(2)
Ao(t) = ar(t) = Ar(t) + (am—1(t) — An—2(t)) A1 (2)

An—3(t) — an_a(t) — ).‘nf2(t) + (an-1(t) = An—2(t)) An—2(t)
Comme la dynamique de Uerreur est fixée par les valeurs propres de la matrice :

—o(?)
1 —A1 ()

1 —)\nig(t)

il suffit de choisir pour tout ¢, les \;(t) égaux & des constantes \; judicieusement choisies pour maitriser com-
plétement l'erreur d’observation et obtenir un observateur asymptotique.

Exemple 11 [Suite de 'exemple 10]

La premiére application de la forme observable (22) est dans la détermination d’un observateur asymptotique.

Suivant la technique présentée précédemment, un observateur d’ordre plein de gain I(t) = [ lo(t) 11 (t) ]T de
Pétat x(t) est donné par :

O } (0

—cost

_ H —1—lo(t } { }u(t)—l—l(t)y(t).

—cost — l1

+
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En posant lo(t) = lg — 1 et I1(t) = [} — cost, ou le polynéme p? + I1p + Iy est un polynéme de Hurwitz, cet
observateur est asymptotique et ’erreur d’observation tend vers 0 avec la dynamique imposée par les racines de
ce polynéme.

Comme z2(t) = y(t), on peut obtenir un observateur réduit pour estimer x1(¢). Cet observateur, de gain
A(t), a une structure qui s’écrit sous la forme :

w(t) = —y(t) +ult) + AE) [(t) + (cost)y(t) — u(t) — 21(t)],
= =A®)Z1(t) + (1 = A(&)u(t) + (M(t) cost — Dy(t) + A()y(t).
(

Pour éviter la dérivation de la sortie on introduit la variable z(t) = &1 (t) — A(t)y(t), ce qui permet d’obtenir
I'observateur réduit :

) = —AB)z(t) + (1= A®)ult) + (A(¢) cost — A(t) — N*(1)y(t),
#i(t) = 2(t) + AWy (@)

Comme nous sommes dans le cas d’un systéme & paramétre variant dans le temps de dimension 1, ’erreur
d’observation Z;(t) = x1(t) — £1(t) tend asymptotiquement vers 0 si et seulement si :

t
lim [ A(7)dr = 0.

t—o0 to

Un choix simple consiste & prendre A(t) égal & une constante positive.
L’utilisation du changement de variable (24) entre z(t) et {(t) permet de proposer le régulateur-observateur
suivant pour mettre en ceuvre le retour d’état déterminé au paragraphe précédent :

) = —=M)z(t) + (1= X0)ut) + (A(t) cost — A(t) — A2 (1))y(t),
() = 2(t)+AB)y()
_ 1 1 -1 21(t)
u(t) - U(t) - m |: gO(t) g1 (t) ] Cos2t:cs(i)2§72 3005t+2si110t0;§052 t—2 :l |: y(t) )
ou \(t) vérifie la condition de stabilité asymptotique de I'observateur. \AYAY

8.2 Cas multi-mesures

Outre le fait que 'on peut réaliser un observateur d’ordre plein qui reconstruirait toutes les composantes de
I’état en appliquant ce que ’on a développé dans le cas mono-mesure et en utilisant une technique de placement
de poles pour placer les dynamiques de I'observateur, on peut bien stir songer a construire un observateur réduit
de taille n — m ot m est le nombre de mesures indépendantes dont on dispose. C’est cette structure que nous
allons voir ici.

Considérons donc le systéme non stationnaire régi par I’équation d’état (3), ol aprés une permutation
éventuelle des variables d’état, les matrices A(t), B(t), C(t), et le vecteur x(t) sont partitionnés sous la forme :

Ay (t) Aot B (t
aw =4 420 o= o).

Ct) = [Ci(t) Calt)], w(t) = [3““)} ,

210

otl, pour tout ¢, rang Cy(t) = I, Aj1(t) et C1(t) € R z,(t) € RY, et By(t) € R™™. Notons que pour alléger
les notations nous omettrons souvent 'argument ¢ dans les matrices impliquées.
Le changement de variables :
o [cl s }
T = x,

0 Infl
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transforme le systéme (3) en : B B
z(t) = Az(t) + Bu(t),

_ (27)
y(t) = Cz(2),
oll, en prenant la méme partition que précédemment :
. [g] A= {ﬁ; ﬁ;j B= [gj L O=[L, 0],
avec :
Ay = [C1Aq; + C A9 + C’l]Cl_l,
A = —A11Cy + [C1 A1z + CoAg] + Cs,
A9 = Azlcfla
Agy = Agy — A1 CT ' Cy,
By = C1B; + CsBs.
L’équation d’état (27) s’écrit donc sous la forme :
T1(t) = A1 (t) + A12Z2(t) + Byu(t),
To(t) = Ao11(t) + AseZa(t) + Bau(t), (28)

y(t) = 71(1),

ot la sortie correspond aux [ premiéres composantes d’état, elles n’ont donc pas a étre reconstruites.
La premiére équation de (28) peut alors étre considérée comme une mesure £(t) dépendant de Zy(¢), variables
d’état a reconstruire, et de u(t) :

Et) = 21(t) — AnZ1(t) = A1aZ2(t) + Byu(t).

Suivant le principe de construction des observateurs, on peut proposer comme reconstructeur de Zs(t), le
vecteur 0(t) défini par :

0(t) = A2 (8) + An20(t) + Bau(t) + L(£)[E() — £(2)],
z1(t) = y(t), &(t) = Awd(t) + Bru(t),
ol L(t) est le gain & coefficients variants dans le temps de cet observateur.

Comme £(t) = 9(t) — Ap1y(t), Iinconvénient de cette structure est de nécessiter, pour élaborer la mesure
&(t), la dérivation de la sortie réelle y(t). De fagon a contourner cette difficulté, on définit la variable :

2(t) = 0(t) — L(t)y(t),
ce qui permet d’obtenir : ' _
2t) = o(t) = L(t)y(t) — L(t)y(t),

= AT + Axni + Byu — E(g)y(t) (29)
—L[A11y(t) + Algﬁ(t) + Blu(t)],

o n’apparait aucune dérivation de la sortie. En tenant compte du fait que 9(t) = z(t) + Ly(t) et Z1(t) = y(t),
(29) se réécrit sous la forme :

dt) = M@®(t)+ NEult) + PE)y(),
M(t) Ags(t) — L(t) Ar2(t),

. N (30)
N(t) = Ba(t)— L(t)B1(t),

P(t) = Ay (t)+ Asa(t)L(t) — L(t)A11(t) — L(t)A12(t) L(t) — L(2)
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Cette équation d’état complétée par :
#i(t) = CrY(I = Cal)y(t) — Coz(t)),
#a(t) = z(t) + Ly(t).

définit un observateur réduit (d’ordre n — 1) pour le systéme (28), ou L(t) est la matrice ((n —[) x [) de gain de
cet observateur. En notant Uerreur d’observation e(t) = Zo(t) — 9(t), il vient :

e(t) = M(t)e(t),

ainsi, lorsque la paire (Aaz, A12) est observable, les dynamiques de l'erreur d’observation de M (t) peuvent étre
fixées arbitrairement par un choix convenable de L(t). On utilise alors la technique utilisée pour la conception
d’un observateur d’ordre plein, mais cette fois en partant de la forme canonique observable de la paire (Asz, A15).
Dans le cas particulier ott A1(t) est inversible pour tout ¢, une méthode rapide consiste & poser :

Ago(t) — L(t)Aa(t) = F,

ol F' est une matrice constante qui posséde comme valeurs propres les dynamiques désirées pour l'observateur
réduit (30). Cela donne donc :

L(t) = (Aga(t) — F)AL (1),
soit finalement :
[4pt]M(t) = F,
(t) = Ba(t) — (Aa(t) — F)Ay; (8)Bi(t),
(t) = Agi(t) + Aa(t)(Asa(t) — F)AL (1) — (Ana(t) —
—(Aga(t) — F) A7 (8) Ara(t)(Aga(t) — F) A (¢

=

9 Commande et régulation du moteur

On reprend ici 'exemple du moteur a flux variable que 'on a déja utilisé dans pratiquement tous les
exemples. Le probléme que l'on a a traiter ici consiste & réguler la vitesse de rotation du moteur autour d’une
valeur constante malgré un flux induit soumis & une perturbation périodique de la forme :

®(t) = Do(1 + 0.1sin(nt)),

ou &g = 1Wh.
Les exemples précédents ont montré que I’on pouvait prendre comme équation d’état initiale pour ce moteur
la forme observable (que nous rappelons pour la clarté de exposé) :

K, ®(1)

0 —aol(t) 577
0

X = [ 1 —aa(t)

Qt) = [ 0 1 ]X(t),

} X(t) + V(t),

0 EnKeg o 130 RS B()D0) - b2
o)== O T Y IJ o(1)? ’
[, R @)
) =5+~ 50
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A partir de la quelle, ’algorithme de construction de la forme commandable conduit & :

2() = [ i~y ] 20+ { ! } v,

Q(t) = [ K”}q;(t) 0 } Z(t),

avec :

En utilisant 'un algorithme de construction de la forme commandable, les vecteurs d’état que nous venons
de mettre en évidence sont reliés par le changement de variables Z(t) = P(¢t)X (¢) ou :

0 1
JL

PO =550 1 _<§+§>

La commande compléte du moteur va étre réalisée en plusieurs étapes :
— un placement de poéles sur la forme commandable par :

V(t)=v(t) = [ ko —o(t) k1 —2u(t) ] Z(2);
— un suivi de trajectoire asymptotique par :

JLOQA(t)

v(t) = (p* + kip + ko) (W) )

ot Q4(t) est le profil & suivre au niveau de la vitesse du moteur. Lorsque k; et ko sont positifs, I'erreur
JL(Q(t) — Q(t))
K’H'Lq)(t)
Q4(t) — Q(¢) tend asymptotiquement vers 0;
— une observation de Z(t) qui est réalisée par un observateur réduit qui reconstruit la premiére composante
de X (t). Sa structure est donnée par :

tend vers 0, et comme ®(t) ne s’annule pas tout en restant bornée, cela garantit que

E(t) = =) + BOV(E) + (—ao(t) + daa (1) =A%) Q).
ol A est une constante qui fixe la dynamique de 'observateur. On obtient ainsi une reconstruction de
I'état de la forme observable par X (t) = [ £(t)+20) Q(t) ]T, et de Iétat de la forme commandable
par Z(t) = P(t)X(t).

On obtient finalement la structure du régulateur-observateur générant la commande sous la forme :

d
VO = 0Pk (g ) - [Ro— vl k=) ] PO
£) = =X+ BOV(E) + (—ao(t) + Aax (t) — A?) Q(t),
X@t) = [ew+r00) @) ]".

Dans D'expérimentation suivante, les valeurs des parameétres caractéristiques sont données dans la table
suivante :
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Désignation Notation | Valeur
résistance rotorique R 2 Q
inductance rotorique L 0.5 H
constante de force contre-électromotrice | K. 0.1Nm/WbA
constante de couple électro-magnétique | K, 0.1Nm/WbA
inertie du rotor et de la charge J 0.02 kg/m?s?
coefficient de frottement visqueux f 0.2 Nms

et pour la régulation de vitesse sera réalisée autour d’'une valeur constante Q%(t) = 1rad/s. Nous avons choisi
de prendre le pole de 'observateur en -5 (i.e. A) et les dynamiques de l'erreur de poursuite en —4.20 + 4.28i
(ce qui correspond & un temps de réponse de 0.5 secondes et un coefficient d’amortissement de 0.7) ce qui fixe
k1 = 8.4 et ky = 36. La mise en ceuvre de cette stratégie de commande conduit a la courbe de la figure 9 qui
montre bien le comportement régulé obtenu pour la vitesse, et ceci malgré des phénomeénes de bruits sur la
mesure de la vitesse et le flux, comme 'indique la figure 77.

12

1.2

1.15f

1.05

_02 L L L L L L L L L 0.85 I 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
temps en s temps en s
Vitesse de rotation du rotor. Mesure du flux induit.

Pour tester la robustesse du controle réalisé, nous avons réalisé une expérimentation supplémentaire avec
un moteur dont les paramétres sont légérement différents du moteur initial mais en conservant la commande
précédente. Les nouvelles valeurs des paramétres J et L sont respectivement de 0.016 kg/m?s? et 0.25 H soit
une chute 20% pour 'un et 50% pour I'autre. La courbe obtenue sur la figure 7?7 montre bien la robustesse de
la commande prenant en compte les variations temporelles des parameétres.
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1.2

.0.2 I I I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

temps ens

Effet d’une erreur sur les parameétres.

10 Découplage

N .

De facon a pouvoir assurer un pilotage plus facile des systémes il peut étre intéressant de découpler les
entrées et les sorties pour obtenir finalement un systéme diagonal ol une entrée influence une sortie et une
seule. Une fois réalisée cette propriété il est alors aisé, en utilisant des techniques propres aux systémes mono-
entrée mono-sortie de pouvoir régler les performances du systéme canal par canal. De fagon plus précise, pour
un processus dont le nombre de sorties est identique au nombre d’entrées :

Y1 (t) uy (t)

vty =| =+ | =]] : =[] @),

Ym (t) Um, (t)

il s’agit de déterminer le bouclage, appelé commande découplante ou non interactive :

onv(t)=[ vi(t) -+ vn(t) ]T est le nouveau vecteur de commande, tel que :
pour tout ¢ dans {1,...,m}, y;(t) = ®;(vi(t)).

Nous avons déja vu que 'on pouvait, grace & un placement de structure, réussir a découpler certaines sorties
de certaines entrées, c’est-a-dire ne réaliser qu'un découplage partiel. Nous allons voir dans ce chapitre, des
méthodes pour concevoir un retour d’état permettant d’obtenir un découplage diagonal. Cependant, nous allons
nous apercevoir d’un certain nombre de points comme le fait que ce retour d’état peut étre statique, sous la
forme d’un gain, ou dynamique, c’est-a-dire par I'intermédiaire d’un systéme dynamique, ou que le découplage
diagonal, relativement aux sorties considérées initialement, n’est pas toujours possible. Dans ce dernier cas nous
verrons que si l’on choisit d’autres sorties que celles initialement considérées alors le découplage relativement a
ces nouvelles sorties devient possible. La notion de platitude peut nous étre d’un grand secours dans ce cas de
figure. En effet, la mise en évidence des sorties plates nous conduira toujours & la commande découplante, mais
bien sir relativement & ces sorties.
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10.1 Découplage par retour statique

Considérons le systéme défini par sa représentation d’état :

{ a(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), (31)
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t),

ou pour tout ¢, z(t) est dans R™, u(t) et y(¢) sont dans R™. Les matrices A(t), B(¢t), C(t), et D(¢) ont leur
coefficients qui dépendent du temps et sont supposées suffisamment dérivables et nous noterons C;(t) et D;(t)
les i-iémes lignes des matrices C(t) et D(t), soit, pour ¢ de 1 & m et en notant y;(¢) la i-iéme composante de
y(t) :

yi(t) = Ci(t)x(t) + Di(t)u(t).

Nous allons voir que le principe du découplage est largement fondé sur la mise en évidence de la matrice
D(t) qui n’apparaissait pas dans I’équation d’état initiale (3) et qu’il va également utiliser 'opérateur différentiel
Li(N(t)) défini dans la paragraphe sur la commandabilité et I’observabilité d'une équation d’état. Comme tout
ce qui précéde, le principe du découplage reste identique a celui utilisé pour les systémes linéaires invariants si
ce n’est que les dérivations a réaliser sont plus minutieuses.

Pour ce faire, on définit les m degrés différentiels, relativement a un intervalle de temps T' = [t1, t2] sous la
forme suivante :

—pouri=1am,siVteT Dit)#0 alors r; = 0;

— sinon, pour j =0 ar; —2,si V¢t € T, L7 (C;(t))B(t) = 0 et L™ ~1(C;(t))B(t) # 0.

C’est-a-dire que T est un intervalle de temps pendant lequel les vecteurs L’ (C;(t))B(t) sont identiquement
nuls et les vecteurs D;(t) ou L™ ~1(C;(t))B(t) ne le sont pas. Si I'un de ces vecteurs était nul pour une valeur
particuliere du temps il conviendrait de resteindre 'intervalle. On peut ainsi construire la matrice de découplage
A(t) de taille (m x m) dont la i-iéme ligne A;(t) est donnée par :

_ | Di(t) si i =0,
Ai(t){ L (Ci1)B() st i A0,

Comme dans le cas stationnaire, le m-uplet r = (r1,72,...,7,) est le degré relatif du systéme et ’on obtient,
en notant Y(t) le vecteur dont la i-iéme composante est y(")(t), et ®(t) la matrice définie par :

L (G (1))
L7 (Co(t))
L (Con(8))

Décriture :

Y (t) = ®(t)z(t) + At)u(t).

La condition d’inversibilité est celle qui permet d’obtenir le bouclage statique découplant car lorsque A(t)
est inversible sur T', le bouclage statique :

u(t) = A1)~ (u(t) — @(t)z(t)), (32)
conduit aux relations découplées :
pour tout i dans {1,...,m}, y{")(t) = v;(t).

On s’apercoit ici que 'on a obtenu un découplage sous la forme d’un systéme linéaire a coefficients constants
dont on peut placer les p = >, r; dynamiques par m bouclages stabilisants.
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Il convient toutefois de vérifier la stabilité du systéme complet, mais cela n’est pas aussi simple que dans le
cas des systémes a coefficients constants puisque la condition de valeurs propres & partie réelle négative n’a plus
trop de sens ici ou n’est plus suffisante. En effet, application du bouclage (32) sur (31) donne :

{ (1) = (A(t) = BH)A() "1 @(2)a(t) + B(HA(E) v (t),

y(t) = (C(t) — DA B(t))x(t) + DHA®) " o(t), (33)

et lorsque :
p<n,

il existe une partie non observable de dymension n — p & cette équation d’état dont il convient de s’assurer
de la stabilité. Lorsque, n = p, il n’y a bien stir aucun probléme puisque toutes les composantes de I’état sont
commandables et observables. La partie non observable correspond en fait au systéme des zéros du systéme
initial, c’est-a-dire au systéme qui définit les commandes non transmises par le systéme.

10.2 Deécouplage par extension dynamique

Nous avons vu que le découplage par retour d’état statique n’était pas possible lorsque, soit la matrice A
n’était pas inversible, soit la dynamique des zéros était instable. Alors que la deuxiéme situation est structurelle et
ne peut étre résolue que par un changement de sortie, dont une solution élégante sera donnée par la platitude, la
premiére situation va étre résolue par le principe d’extension dynamique. La méthode précédente pourra ensuite
étre utilisée et conduira & un bouclage dynamique qui, finalement, combinera :

— une extension dynamique par ajout d’intégrateurs sur certains canaux d’entrée;

— un bouclage statique découplant le systéme augmenté obtenu.

Le bouclage découplant ainsi réalisé conservant les inconvénients que ’on a décrit dans la section précédent,
il conviendra de s’assurer de la stabilité de la partie non observable.

Comme dans le cas général, la question que 'on doit se poser concerne le nombre et le lieu ou 'on doit
placer les intégrateurs ot et combien ajouter d’intégrateurs ? L’algorithme de structure de Silverman [21], appelé
également algorithme d’extension dynamique, que nous allons ici adapter au cas des systémes non stationnaires
va permettre d’y répondre.

Cet algorithme se déroule en des étapes itérées qui consiste & construire une succession de systémes augmen-
tés. Ce qui est fondamental dans cet algorithme est que d’une part, c’est un algorithme de type fini, c’est-a-dire
que la conclusion est apportée au bout d’un nombre fini d’itérations. Et que d’autre part, si la conclusion est
négative, il est assuré qu’aucun autre algorithme ne permettra un découplage avec une dynamique des zéros
asymptotiquement stable. Seul un changement de sortie conduirait & une autre conclusion. Nous verrons, dans
la section suivante la réponse & apporter dans ce cas.

Dans ce qui suit, nous noterons Y;) le systéme obtenu a I'étape i, sous la forme :

Xiy(t) = A Xy () + By Ugy (¢),
Yii) (1) = iy X oy (1) + Ay U (1),

et nous omettrons, de facon a alléger les écritures, 'argument ¢ dans de nombreuses matrices.

10.2.1 Initialisation

L’initialisation de ’algorithme consiste & considérer le systéme composé de :
— la relation entre 1’état et la commande :

o(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t);
— la relation obtenue par dérivations pour faire apparaitre la matrice de découplage :

Y(t) = @(t)z(t) + At)u(t),
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soit le systéme Xq) :

X(O) (t) = x(t)a U(O) (t) = U(t), YEO) (t) = Y(t)’
A(O) = A, B(O) = B, (I)(()) = (I), A(O) = A

10.2.2 Etape d’extension

Pour i > 0, le passage d’un systéme, ¥(;), au suivant, 3; 1), est réalisé par la succession des étapes suivantes.
A partir du systéme obtenu a l’étape (3), soit :

Xy (t) = Ay Xy (t) + By Ugiy (1),
Yoy () = @) X0 (t) + Ay Uy (1),

sur lequel on réalise un test préliminaire sur le rang de A :
— si rang A(;) = m, alors l'algorithme est terminé, le systéme est découplable par le retour d’état :

U (t) = Ag) (0(t) = () X i) (1));

— si rang A(;y = [ < m, alors on construit le systéme augmenté :

(Z(it1)) { X+ () = A Xy (8) + Barny Ui (1),
Yiig1) () = Qg1 X(iv) (t) + AGr) Ugip1) (t),

par la procédure dont on décrit les étapes dans ce qui suit.
Procédure d’extension dynamique :

1. On cherche une matrice M;) de taille (m x m) telle que :

I 0
BoMo = ( Fay 0 ) ’

ot F; est une matrice de taille ((m — [) x [). Une procédure permettant de déterminer M) consite &
partir d’une factorisation de rang maximal de A(;), [?], sous la forme :

I
20~ g, |60

ol G(;) est une matrice de rang plein en lignes, et de la compléter par une matrice H;y de telle sorte que :

soit inversible. On peut alors écrire :
I, O Gy
W Fy 0] Hy

[ 6w ]
Mo = { He } '

soit :

2. On partitionne sous la forme M) = ( My Moy ) ot My est une matrice (m x I) ce qui permet
d’introduire I'extension sous la forme de [ intégrateurs :

Uty = Mygiy2(i) + Maywa),

(i) = W),
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oll wy et wy vont constituer la nouvelle commande :

w1
U(i+1) = |: Wo ] .

3. On applique U;y a ;) ce qui donne le systéme décrit par :

2(i)
w1 diag( %) U(i)
Uti+1) M 2@ = Yo

W2

et on obtient ainsi le systéme intermédiaire :

X(o)(t) = A X (i) (8) + By Magay 20 (1) + Biay Maoywa( (1),
24y (t) = wi(s) (1),
Yiiy (1) = 5 X i) (1) + Ay Migiy 2y (1)

car A My = 0, et ol la commande n’apparait plus dans la sortie Y(i)(t).

4. Notons Yj(;)(t) et ®;;) les j-itmes composantes et lignes du vecteur Y(;)(t) et de la matrice ®;. On
peut alors définir les degrés différentiels r;(;) des variables Yj;)(t) relativement aux commandes w ;) (t)
et wy(;)(t). Comme on peut remarquer que :

I
Ay M) = [ Fi } : (35)

on sait d’ores et déja que pour j de 1 al, onarj; = 1.
Or,pour jdelal:

donc :
Vi) = (@040 + i) X (1) + D50 By Mgy 2 (t)
Fwj () () + o) By Magywa i) (1),

ot wj 1(4)(t) est la j-iéme composante de wy ;) ().
Pour j > I, en notant Fj;) la j-ieme ligne de F(;), on a :

Yy (t) = @50y Xy (B) + Fja) (B) 23 (1),
donc :
— Si Fj(z) 7£ O, T](L) = ]. .
Yiin(t) = (0 Au) + L) X (@) + (256 By Mig) + Fjay) ) (1)
+Fjywia) (8) + L) By Magiywai) (1);

— si Fj) = 0, alors 7;(;) est défini par le nombre de dérivations de Yj ;) (t) nécessaires pour faire apparaitre
la commande wy ;) (t), soit :

(rj()) T4 (i riy 1
Vi) = Ly (®50) Xy (8) + Ly (R6)) By Muy 2 ()

Ty —1

+Liy" (@) By Magywa) (1),

ou LZ.) (®j()) est I'opérateur différentiel L(®;;)) = @A) + éj(i) itéré k fois.
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5. Le systeme augmenté ;1) est obtenu en posant :
— comme nouvelles variables :

4 _( X&»®) ‘ _ [ wi(t)
Xarn® = (200 ) v = (10 ).
Yl((ril)(i)) (t)
(2(4))
Yo ()
Yien(t) = © ;
Y;T(?)r(i)) (t)

— comme nouvelle équation d’état (34) définie par :

Ay By M)
0 0

0 ByMsyg
A1) = (@ 20) ],

s Bl = { I 0

Ti(i Ticiy—1 '
iy = | Ly () Ly (250)BwMig |

D15 By Mai)
Dai) By Mai)

Dy (5 B(iy Mo
A1y = 1(4) (.) 2(4)

Ticiy—1 ’
0 L (P BuyMag

ce qui correspond au schéma :

diag(;) )
Uit M) %) iag(p"i O h—Y(i+1)

Yiv1)

On peut alors recommencer en testant le rang de A(i—i—l) pour construire un systéme augmenté permettant
le découplage. Comme on I’a déja dit I’algorithme s’arréte lorsque la matrice de découplage a 1'étape ¢ est
inversible, mais lorsque cette matrice ne voit pas augmenter son rang il existe une nommbre d’itérations maximal
qui permet de conclure & 'impossibilité du découplage. Le résultat suivant, qui a égalemnt été montré dans le
cas des systémes non linéaires, indique la finitude de l'algorithme d’extension dynamique.

Proposition : Pour le systéme (34), dans le cas ol rang A¢;) = [ < m, les deux évenements suivants sont
mutuellement exclusifs :

—aprés au plus n — (ry + -+ 7 + min}”:lH r;j) itérations de 'étape d’extension dynamique, le nouveau

systéme augmenté est tel que le rang de sa matrice de découplage est supérieur a [;

— aprés un nombre quelconque d’itérations, le systéme obtenu a constamment une matrice de découplage de

rang q.
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10.3 Découplage par platitude

Dans le cas ot la sortie considérée ne permet pas le découplage du systéme, nous allons voir ici que ’on peut
toujours le découpler relativement & une sortie plate. Nous allons voir que ce point de vue, non seulement évite
le probléme de la dynamique des zéros mais en plus conduit toujours & un découplage par retour statique d’état.
De facon a réduire la taille de cette section nous allons directement traiter le cas d’un systéme non stationnaire.

10.3.1 Mise en évidence de la sortie plate

D’une part, on sait qu'un systéme linéaire est plat si et seulement si il est commandable. D’autre part dans
ces conditions, d’aprés ’annexe, il existe une transformation de variables :

zc = Tcw,
qui met I’équation d’état :
= Az + Bu,
= Cbu,
sous la forme :
¢ = Aczc + Beu,
y = Ceuc,

ou les matrices Ac et B ont la structure particuliere suivante :

Ac = ToAT;' =

_ 1 -

251

. .

< X « X X X X X X l

1 7

Ko

. .
X X X % % % X X X l )

1 T

M’Iﬂ

) .

X X X X X X % X % l
L — - T M2 - T Hm - i
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1
M1
1 x x X l
1
o B
BC:TCB: 0 1 x --- X l 5 Cc:CTcl,
7
Ko,
. 0 -~ 0 0 1 U
ou les p, sont les m indices de commandabilité. Rappelons, d’une part, que ces indices permettent de construire
les indices cumulés, pour ¢ = 1,...,m, o0; = 23‘:1 pj, et que les lignes significatives de Bc peuvent étre
regroupées pour former la matrice triangulaire supérieure H.
A partir des indices o¢;, formons le vecteur :
Zc,
xC,01+1
z = LC,o0+1 ; (36)
xcao'm—l"rl

oll xc ; représente la i-iéme composante de I’état z¢. Ce vecteur, appelé parfois sortie de Brunovski du systéme
ou état partiel, en est une sortie plate. En effet, d’aprés la structure de Ac, u s’écrit :

p—1
w=Hg' (2" + )" M;z0), (37)
j=0

Ol {4 = maxX;j=1,..m fb;, €t les matrices M; sont des matrices constantes. D’autre part :

pn—1
v=T"ac = Z T;29), (38)
j=0

otl les matrices 7} sont des matrices constantes. Ces deux relations indiquent bien que z est une sortie plate du
systéme linéaire (??) qui permet de paramétriser toutes les variables du systéme.

10.3.2 Deécouplage par retour statique

Si U'on écrit plus précisément les relations de la partie précédente, on s’apercoit que dans la relation qui
permet de paramétrer u a P’aide de z, toutes les composantes de z(*) ne sont pas nécessaires. Soit le vecteur :

xéﬂi)

alors la structure de (A¢, Beo) permet d’écrire :

Z = Mozxe + Hou, (40)
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ou M¢ est la matrice formée de toutes les lignes significatives de A¢. Comme z¢ = Tox, et que z = T'ze ol :

1 0 0
0 1 0
0 0 :
T_ : , (41)
: : 0
0 0 1
L < M1 — T B — T By

H¢, qui est toujours inversible, apparait donc comme la matrice de découplage du systéme linéaire :

& = Ax + Bu,

z = TTC Z, (42)
c’est-a-dire le systéme linéaire dont les sorties sont les sorties plates de Brunovski, admet (uq,--- , 4t,,,) comme
degré relatif. Ce systéme est donc découplable par le retour statique d’état :

u=H;"(v— McTcw), (43)

oll v est une nouvelle commande sur laquelle on peut réaliser un retour supplémentaire stabilisant canal par
canal.

Comme de plus :
m

la dimension de I’état non observable est nulle et ’on n’a pas a se soucier de la stabilité de la partie interne du
systéme découplé ainsi obtenu, que ce soit dans un cas stationnaire ou non.

Ainsi, 'avantage de considérer la sortie plate d’un systéme est double, relativement au découplage bien sir,
il n’y a pas besoin d’extension dynamique et la dynamique des zéros n’existe pas. A toute médaille son revers, la
sortie plate n’est peut-étre pas celle désirée, mais nous avons vu que, dans ce cas, on pouvait par découpage de
la trajectoire désirée sur la sortie initiale, et en imposant des contraintes aux points de passage, limiter I’écart
entre la trajectoire en sortie obtenue et la trajectoire désirée. Enfin, comme tout vecteur :

n = Pz, (45)
ot P est une matrice inversible, peut étre considéré comme sortie plate, et le méme raisonnement peut étre
appliqué.

11 Annexe

Pour obtenir la forme de [F,,(D)] ™", désignons la matrice définie en (??) par F, (D). Alors, avec Fy(D) = 1,
on peut remarquer que pour 1 > 1 :

pr-1
(n—1)D" 2
Fpy— | Fe® o= |
(n—1)D
0 - 0 1
Cela donne [15] :
Fn_l(D) — ()F;.}.l.(D)Q _Fnil1 (Dl)l—‘n,1(D)
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Supposons, par hypothése de récurrence, que :

(1) (I-DI~ pour i < j

F (D) =
n-1(D) { 0 pour ¢ > j ’
1 -D D?* ... (=1 2D (=)D ]
0 1 -2D (-=1)"2(n —2)D" 3
0 0 1 =-3D (—1)n=3(",*) Dt
: 1 —(n—2)D
L0 0 1 |

D’une part cette hypothése est vraie pour n = 2, et d’autre part, si on calcule la i-iétme composante de

F 1 (D)T,_1(D), celle-ci s’écrit :
n—1 .
i1\ “ 1\
Z(_l)erj (-] )D]—l (n >DIL—J'
‘ 1—1 j—1

n—1
Jj=t

Quelques manipulations permettent de I’écrire sous la forme :

(T;_ll) D" (nfl(_l)k (n ]; z>> .

Comme le terme entre parenthéses vaut (—1)"~**1 le calcul de F, ', (D)T,,_1(D) confirme bien I’hypothése

de récurrence et conduit & la forme de F; (D) :

1 -D D? ... (=)D (-=1)» D" 2 (-1)"D"* 1
0 1 -2D - ( D" 2(n—-2)D"3  (=1)" (n 1)D" 2
0 0 1 —-3D (=1)~ 3(" Dt (=) (” 1)D" 3

F, (D) =
1 —(n—2)D (”gl)D2

: 1 —(n—1)D

L 0 0 1
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